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Kapitel 1

Quantenmechanik I

1.1 Urspriinge der Quantenmechanik

1.1.1 Algemeine Philosophie
e Gegenstand der Physik:

— Beobachtung natiirlicher Phénomene bzw. gezielte Durchfithrung von Ex-
perimenten
— Beschreibung der Ergebnisse durch theoretische Formeln (”Naturgesetze”)
— Vorhersage neuer Phanomene — Test der Theorie
e Genauigkeit der Experimente nimmer im Lauf der Zeit zu

— neue Phinomene (nicht mit den bisher bekannten Gesetzen erklidrbar)
— Theoretiker miissen neue umfangreichere Gesetze finden

e die alten Gesetze miissen in den neuen Gesetzen enthalten sein (als bestimmte
Grenztille)

e Leitmotive in der Suche nach neuen Gesetzen:

— sollten moglichst einfach sein

— so wenig verschiedene Theorien wie moglich — ” Vereinheitlichung”
Beispiel: Maxwell-Gleichungen beschreiben Elektrizitat und Magnetismus
gleichzeitig in einer Theorie

e Naturgesetze um 1900:

— klassische nichtrelativistische Mechanik (Newton)

— klassische Elektrodynamik (Maxwell)
— beschreiben Teilchen und Welle

e verschiedene Experimente lieflen sich nicht mehr mit den bekannten Theorien
erkldren — neue Theorie notig

1. bei hohen Geschwindigkeiten — Relativitédtstheorie



2. bei kleinen Abstéinden (atomare Skalen) — Quantenmechanik (erst nicht-
relativistisch, dann relativistisch)

e darauf aufbauend: Quantenfeldtheorie (vereinheitlicht Prinzipien der Quanten-
mechanik und klassischen Feldtheorie)

o derzeitiger Wissensstand: ”Standardmodell”, bestehend aus drei Theorien:

1. Quantenfeldtheorie fiir starke Wechselwirkung: Quantenchronodynamik

2. Quantenfeldtheorie fiir elektrisch schwache Wechselwirkung: Vereinheitli-
chung von Quantenelektrodynamik und Quantenfeldtheorie fiir schwache
Wechselwirkung

3. Klassische Gravitationstheorie (allgemeine Relativitétstheorie)

e ultimatives Ziel: ”Weltformel” (Theorie of Everything, Grand Unified Theory):

derzeitige Kandidaten: Supersymmetrie (MSSM), String- Theorien, M- Theorie,
zusétzliche Dimensionen, ...

e Gegenstand dieses Kapitels: nichtrelativistische Quantenmechanik

— entwickelt ca. 1900 - 1930

— erfordert vollstdndiges Umenken im Vergleich zur klassischen Physik

groflere Interpretationsschwierigkeiten

heute am einfachsten als Grenzfall der Quantenfeldtheorie zu verstehen

1.1.2 Das Versagen der klassischen Physik
1.1.2.1 Hohlraumstrahlung

e wenn einem Stiick Materie Energie zugefiihrt wird (z.B. in Form von Wirme),
emittiert es im Allgemeinen Strahlung

e Emissionsleistung
E(v, T)dv = Strahlungsleistung pro Zeit und Flichenheit (1.1)
bei Frequenz v und Temperatur T'

e wenn ein Korper bestrahlt wird, absorbiert er einen Bruchteil A der Strahlung:

A(v) = Absorptionsvermogen (0 < A < 1) (1.2)

o fiir festes v ist £ fiir alle Korper gleich (Kirchhoff)
e cin "schwarzer Korper” absorbiert alls Strahlung, d.h.
Alv) =1 (1.3)

fiir alle v
— fiir einen schwarzen Kérper ist E(v, T) eine universelle Funktion

e praktische Realisierung eines schwarzen Koérpers:



Hohlraum mit sehr kleiner Offnung

schwarzer Korper = Offnung

— einfallende Strahlung bleibt wegen Reflexionen an der Innenfliche im Inne-
ren gefangen < A(v) =1

Strahlung von der Offnung ist dann Schwarzkorperstrahlung
e E(v, T) ist proportional zur Energiedichte u(v, T') der Strahlung im hohlraum
e Vorhersage der klassischen Physik fiir kleine v: Rayleigh-Jeans Gesetz

82

u(y, T) = kT (1.4)

3
— stimmt fiir kleine v gut mit experimentellen Daten iiberein

— kann aber fiir grofle v nicht richtig sein, da
o0
U = /duu(u7 T) - (1.5)
0

e ein Modell von wien fiir grofle v ergibt
u(v, T) = Cviexp (fﬁ%) , C, 3 = const. (1.6)

— beschreibt experimentelle Daten fiir grofie v

— U(T) zwar endlich, aber Modell verstoBt gegen klassische Physik

e Interpretationsformel von Planck (1900)

8mh v3
u, T) = —5 ——5~—— (1.7)
c? exp (57) — 1
— beschreibt experimentelle Daten fiir alle v perfekt
— U(T) ist endlich
U = /dy u(v, T) = aT* (1.8)
0
— h = Planck’sches Wirkungsquantum
h
h=_—~10"* L.
o 07"J (1.9)
e Interpretation (Planck)
e
(v, T)dy = 74 v (1.10)

c? exp (Z—;) —1

*: Anzahl der Moden pro Volumen
*: mittlere Energie einer Mode mit Frequenz v



— erster Faktor folgt aus klassischer Physik (Abzéhlung stehender Wellen im
Hohlraum)

— zweiter Faktor:

* wir nehmen an, dass die Wande des Hohlraums Strahlung nun in Form
von ”Quanten” emittiert, d.h. die Energie E einer Mode des elektro-
magnetischen Feldes muss ein Vielfaches eines minimalen Quantums e
sein

E = ne (1.11)

* Boltzmann- Verteilung

_exp(—¢7)
P(E) = S CE] (1.12)

* mittlere Energie einer Mode miz Frequenz v:

_ oo gneexp (—15)

E = EP(E) = &2 L (1.13)
; Do €XP (_ﬁ)
B 6_% ZC:O ene B e T 7 €
D l—e™ exp(:5)—1
€

it = — 1.14
mit o (1.14)

— identifiziere € = hv als Quantum des elektromagnetischen Feldes
* Energie pro Quantum ist extrem klein, z.B. fiir das optische Spektrum

A=600nm = hv =3.3 * 107 J, (1.15)

d.h. eine 100W- Gliihbirne emittiert

Quanten pro Sekunde
— Quantenphénomene sind auf makroskopischen Skalen nicht wahr-
nehmbar

1.1.2.2 Fotoelektrischer Effekt
e Experimente von Hertz (1887) zeigen folgende Phénomene:
1. wenn elektromagnetische Wellen auf eine Metallplatte treffen, emittiert die-
se Elektronen

2. Elektronenemission findet nur statt, wenn Frequenz v der Strahlung gréfer
ist als eine (materialabhéngige) Schwellenfrequenz v

3. der Elektronenstrom (fiir v > 1) ist proportional zur Intensitéit der Strah-
lung

4. die kinetische Energie der Elektronen ist unabhéngig von der Intensitéit der
Strahlung, steigt aber linear mit der Frequenz v der Strahlung an

e 1. und 3. kénnen mit der klassischen Physik erklart werden, 2. und 4. nicht.



e Einstein Erklirung (1905):

— die Strahlung besteht aus Lichtquanten (”Photonen”) mit Energie hv

— wenn ein Elektron ein Photon absorbiert, erhoht sich die Energie des Elek-
trons um hv

— um ein Elektron aus dem Metall zu 16sen, ist eine Arbeit W = hiy erfor-
derlich
— wenn v > vy, findet Elektronenemission statt (Punkt 2)

— fiir ein Elektron
hv = W+ Bpin (1.17)
= FEkin = hv — hyg linear in v (Punkt 4) (1.18)

— Stérke des Elektronenstroms ist proportional zur Anzahl der Photonen und
zur Intensitit der Strahlung (Punkt 3)

— Wellen haben Teilchencharakter

1.1.2.3 Compton - Effekt

e Experimente von compton (1921): Streuung von Réntgenstrahlen beim Durch-
gang durch diinne Metallfolie

e Vorhersage der klassischen Physik:
— Intensitdt der gestreuten Strahlung

oc 1+ cos? (1.19)

— Intensitdt unabhéngig von der Frequenz
e Experimentelle Ergebnisse:

— gestreute Strahlung hat zwei Komponenten

— Erste Komponente: selbe Frequenz wie einfallende Strahlung (unabhéngig
von Streuwinkel)

— Zweite Komponente: frequenzverschoben in Abhingigkeit von 6

LA

0707 0731

e Erkldrung:

— einfallende Strahlung besteht aus Photonen mit Energie hv und Impuls h—c”

* Impuls folgt aus

E
p:m’]_}: 6—21):;’ (120)

wobel im letzten Schritt v = ¢ verwendet wurde



* wegen
E? = (mo®)” + (pc)? (1.21)

ist die Ruhemasse eines Photons
mg =20 (1.22)

— Photonen werden elastisch an den Elektronen in der Metallfolie gestreut

— Impulserhaltung
po= p+q (1.23)
¢ = p’+p” 200 (1.24)
bzw. (qc)* = (w)? + (h')?* = 2(hw)(hv') cos 6 (1.25)
— Energieerhaltung
hv+mec® = hv' 4/ (mec?)? + (qc)? (1.26)
= (mec®)? + (q¢)? = (hw —h/ +m.c?)? (1.27)
= (w—h')? + (mec®)? + 2mec?(hv — ')
= /(1 —cosf) = mc(v—1) (1.28)
(1.29)
bzw. mit A = ¢/v
h
N =)A= 1-— 0 1.30
1~ cos) (1.30)

stimmt sehr gut mit experimentellen Ergebnissen fiir die zweite Komponen-
te iiberein

— erste Komponente entspricht Photonen, die von einem Atom in der Metall-
folie gestreut werden
MAatom > Me = N =~ A (1.31)

keine Abhéngigkeit von 6
— endgiiltige Bestétigung von Einsteins Lichtquantenhypothese

1.1.2.4 Doppelspaltexperiment und de Broglie- Wellen
e klassische Wellen zeigen Interferenz:

— Welle wird beschrieben durch Amplitude, z.B. ebene Welle
= Aexp [i(ky — wt)) (1.32)

— Intensitit ist 1 = |1|?
— Uberlagerung zweier Wellen: I1 5 = |1 4 /5|2

e Doppelspaltexperiment mit klassischen Wellen



— ebene Welle trifft auf Schirm mit zwei Spalten
— gemessen wird die Intensitét I(z) am Detektor

— die beiden Spalte kénnen als Quelle fiir zwei Kugelwellen, v, und 1, ange-
sehen werden (Huygens’sches Prinzip)
a. wenn nur Spalt 1 gedffnet ist: [ = I = [iq]?
b. wenn nur Spalt 2 gedffnet ist: I = I} = |tho|?
cl. wenn beide Spalte gedffnet sind: I14o = |01 +1o|? # I + I>
— charakteristisches Interferenzmuster aufgrund der unterschiedlichen We-
ge.

Maxima fiir I —1; = nA (1.33)

1
Minima fiir ls —l; = (n + > A (1.34)

e Doppelspaltexperiment mit klassischen Teilchen

— Intensitét I(x) am Detektor = Anzahl der am Ort x eintreffenden Teilchen
pro Zeiteinheit

— Fall a. und b. wie vorher

— Fall c2.: Vorhersage der klassischen Physik: I = I; + Iy (anders als fiir
Wellen)

e Doppelspaltexperiment mit Licht

— zuerst mit hoher Lichtintensitat: beobachtet wird cl.
— Licht ist ein Wellenphdnomen

— nun mit sehr geringer Lichtintensitdt (immer nur ein Photon im Apparat)

x nur ein Spalt offen:

- Energie kommt am Detektor nicht kontinuierlich an, sondern in
kurzen Biindeln (Photonen) ¢ an bestimmten Orten z;

- Histogramm dieser Biindel — I (z)
—Teilchncharakter des Lichts
* nun beide Spalte offen

- klassisch wiirde man nun I = [I; + I erwarten wie im Fall c2.
(Teilchen)

- tatséchlich beobachtet wird aber rin Inzrtferenzmuster I35 wie in
cl. (Histogramm von vielen Photonen)
— Photonen bewegen sich nicht auf wohldefinierten Bahnen und
sind keine klassischen Teilchen

* statistische Interpretation von Born:
- mit jedem einzelnen Photon ist eine Wellenfunktion 1 (z) verbunden

- |1 ()|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte P(z), das Photon am
Ort x zu finden (P(x) do = Wahrscheinlichkeit das Teilchen zwi-
schen = und 4+ dz zu finden)

- wenn nun ein Spalt offen ist:

P(z) = [1(2)]* baw. [¢a]” (1.35)



- wenn beide Spalte offen sind, kann ein Photon mit sich selbst in-
terferieren

P(x) = [¢1 () + ¢a(a)? (1.36)
— oszillierendes Interferenzmuster

- ein einzelnes Photon trifft aber immer an einem bestimmten Punkt
x auf
— kein Aufschluf} iiber die Wahrscheinlichkeitsdichte

- wenn viele Photonen (mit identischer Wellenfunktion) ankommen,
wird die Anzahl der Photonen am Ort x proportionsl zu |1 (z) +

a(z)?

— sieht fiir hohe Photonenzahl aus wie eine klassische Welle

de Broglie (1923): wenn Licht (klassisch eigentlich eine Welle) aus Teilchen (Pho-
tonen) besteht, solltn umgekehrt Teilchen auch Welleneigendschaften haben

— fiir Photonen:
(1.37)

— fiir Teilchen: L
A= —, p: Impuls des Teilchens (1.38)
p

d.h. man kann einem Teilchen eine Wellenlénge zuordnen

— wurde bald darauf experimentell bestétigt: Streuung von Elektronen an
Kristalloberflache
— Interferenzmuster (konsistent mit (1.38))

— fiir klassische Teilchen ist A extrem klein:
h —26
A = —=x~107*"cm (1.39)
mitm=1g v=1—

— Interferenzmuster ist so dicht, dass Detektor nur Iy + I> messen kann (=
klassische vorhersage)

— Welleneigenschaften von Teilchen werden nur bei sehr kleinen Impulsen
sichtbar (atomarer Bereich)

1.1.2.5 Zusammenfassung

klassische Physik kann Phénomene auf sehr kleinen Skalen nicht mehr erkléren

Wellen haben Teilchencharakter, aber diese ”Teilchen” sind keine klassischen
Teilchen.

Teilchen konnen interferieren (de Broglie), haben also Wellencharakter

auf sehr kleinen (atomaren) Skalen miissen wir aber die klassische Vorstellung
von "Welle” und " Teilchen” aufgeben

stattdessen: jedes Teilchen wird durch eine Wellenfunktion v (z, t) beschrieben



o |{(x, t)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen zur Zeit t am Ort x zu
finden
— ”Welle - Teilchen - Dualitat”

e Dynamik des Teilchen wird durch die Dynamik der Wellenfunktion v (z, t) be-
schrieben (Schrédinger Gleichung)



1.2 Mathematische Hilfsmittel

1.2.1 Lineare Vektorriaume

ein lineare Vektorraum V ist eine Menge {#7, ..., 9.} von Vektoren, die man
addieren und mit Skalaren o, 3, ... € F multiplizieren kann, so dass ¢; +7; € V
und at; € V (d.h. der Raum ist geschlossen)

I ist der Korper, iiber dem V definiert ist

Additionsregeln

U;+U; = U; +7; (kommutativ) (1.40)
U+ (U, + %) = (U; +9;)+ Uy (assoziativ) (1.41)
30,s0dass 7, +0 = 0+ = (1.42)
Vo; 3(—7;), so dass @ + (—=7;) = 0 (1.43)

skalare Multiplikation
a(V;+7;) = o+ at; (distributiv) (1.44)
(a + ﬂ)ﬁl = av; + 0v; (145)
a(Bt;) = (af)v; assoziativ) (1.46)
eine Menge von n Vektoren {v1, ..., U,} heifit linear unabhéngig, wenn sich die

Gleichung
> i =0 (1.47)
i=0

nur mit a; = 0 fiir alle ¢ erfiillen ldsst

Dimension von V = maximale Anzahl der linear unabhéingigen Vektoren in V
(vorerst soll n endlich sein)

sei m =dim(V). Dann bildet jede Menge von n linear unabhéngigen Vektoren
V1, ..., Uy eine Basis fiir V, d.h. ein beliebiger Vektor in V kann geschrieben
werden als

n
U= Z(Xﬂ_}’i (148)
=0

— die ¥; spannen den Raum V auf
— die «; sind die Komponenten von ¢ in dieser Basis

Addition zweier Vektoren in derselben Basis: addiere die Komponenten
Multiplikation mit Skalar: multipliziere jede Komponente mit dem Skalar

wenn eine Untermenge U der Elemente eines Vektorraumes V wieder einen Vek-
torraum bilden, heifit dieser Unterraum (d.h. der Unterraum U muss geschlos-
sen sein).

Beispiel: R? ist Unterraum von R3

Es seien V}'" und V;Lj Unterrdume von V mit Dimension n; und n;. Die direkte
Summe V7" @V?j ist definiert als die Menge, die enthélt:
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1. alle Elemente von V*
2. alle Elemente von V;lj

3. alle moglichen Linearkombinationen von 1. und 2.

(Ohne die Elemente von 3. wire die direkte Summe kein Vektorraum)

Beispiel: Rl G RZ, = R?

1.2.2 Skalarprodukt

e Skalarprodukt ist eine skalare Funktion zweier Vektoren @; und ¥}, bezeichnet

mit <Uz |’l7j>

Eigenschaften:
@l = 0
(Wilg5) = (Gv;)"
(Ui|at; + BUk) (¥ |0;) + B{T;|Vk)
= (a¥; + BU;|Uk) = o™ (G]0k) + B (T;|Uk)
Norm eines Vektors:
0] = /{0]7)

zwei Vektoren sind orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet
eine Menge von Vektoren {€}, ..., €,} heiit orthogonal, wenn
(€]€;) = di

/.
J

(@) =) i@l =Y viv;
ij i

. . _ n > — n P
fiir zwei Vektoren o =", v;€; und ¢’ = Y _, v}€; ist

Cauchy - Schwarz’sche Ungleichung:
(@) 7 < |5 + |75

Dreiecksungleichung:
|0 + 75| < [0] + |75

1.2.3 Dirac - Notation

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

e ein Vektor ist durch seine Komponenten in einer vorgegebenenBasis festgelegt

e am einfachsten: orthonormale Basis: 7= ), v;€;
— eineindeutige Beziehung

11



e im Skalarprodkt
gt

'y = o) = (o1, ... 00 | (1.58)
=1

/

Un,

d.h. ¥ wird durch zwei verschiedene n - Tupel reprisentiert, je nachdem, ob ¢’ im
Skalarprodukt links oder rechts steht.

e Dirac:
"bra” = (v (1.59)
"ket” = |v) (1.60)
(w < (v}, ...,0)) (1.61)
v
lv) < : (1.62)
,Ul

— bra und ket représentieren dasselbe Objekt

— zu jedem bra gibt es genau einen ket und umgekehrt:
s\ T
[v) = ((v]*)" = (vl (1.63)

— die Réume der bras und kets sind ”duale Rdume” (eins - zu - eins Korre-
spondenz zwischen den Elementen)

e Notation fiir orthonormale Basisvektoren:

0

e =) o |1 (1.64)
0

le)) =1i) <« (0,...,1,...,0) (1.65)

e Komponenten eines bras und kets:

o) = Y livs (1.66)
= (lo) = Y (il = v (1.67)
= o) = > [i)ilv) (1.68)
(= > il (1.69)
— (vlj) = ivﬂily'):v;‘ (1.70)
— (] = i(vi}(ﬂ (1.71)

12



1.2.4 Lineare Operatoren

e lineare Operatoren wirken auf einen bra (oder ket) und transformieren diesen in

einen anderen bra (oder ket)
Alv) = [v') bzw. (v|A = (V]
das Ergebnis ist jeweils wieder im selben Raum

e "linear” heif}t
Alalv) +8ly')) = aAly) + BAlY')

und &hnliches fiir bras

o fiir zwei Operatoren A und B ist im Allgemeinen

ABJv) # BAw)
bzw. (AB — BA)lv) # 0

Kommutator von A und B

[A, Bl = AB — BA

e Wirkung des Operators ist gegeben durch seine ”Matrixelemente”
stimmten Basis:

Aij = (il Alj)

aus Alv) = |v") folgt fiir die Komponenten des neuen kets [v'):

Vi = (ilv) = (i|Alv) |A2w Z i|Aljyv; = ZAUUJ

e der Projektionsoperator fiir den ket |i) ist

po= i)l
67;j
—~~
demn Pilv) = P oy = _|i) (ilj) vj = |i)v;
j 5

d.h. von ket |v) bleibt nur die i - te Komponente iibrig
— der Identitdtsoperator kann geschrieben werden als

I=2 Pi=D) )i

e der adjungierte Operator A' ist definiert durch
Alv) = [v') & (/| = (v] AT
dies impliziert: AL- = Aj;

e cin Operator A ist hermitesch, wenn A = Af

13
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e cin Operator A ist antihermitesch, wenn A = —Af
e cin Operator U ist unitér, wenn UUT = T

e aktive und passive Transformationen:

Bei Transformation aller kets eines Raumes mit einem unitéren Operator
|v) «— Ulv) (aktive Transformation) (1.83)
werden die Matrixelemente eines Operators A modifiziert:
(V'|AJv) — @' |UAUT|v) (1.84)

man hétte denselben Effekt, wenn man die Vektoren nicht transformieren wiirde,
dafiir aber den Operator

A — UTAU (passive Transformation) (1.85)

1.2.5 Eigenwerte linearer Operatoren
e Eigenwerte und Eigenkets eines Operators sind definiert durch
Alv) = Alv) (1.86)
d.h. die Wirkung von A auf einen Eigenket ist nur eine Reskalierung
e Bestimmung der Eigenwerte:
(A=) |v) =0, (1.87)
falls inverser Operator existiert:

1

lv) = m|0> (1.88)

dann wire aber die rechte Seite = |0) und die linke Seite nicht
— det(A—AI) =0 (1.89)
— charakteristisches Polynom — n Losungen fiir A
e Entartung: mehrere Eigenwerte sind identisch
e wenn A hermitesch — alle Eigenwerte reell
e fiir jeden hermiteschen Operator gibt es mindestens eine orthonormale Eigenbasis
e wenn U unitér — Eigenwerte auf dem Einheitskreis, d.h. A € C und |A\| =1

e zu jeder hermiteschen Matrix A kann man eine unitéire Matrix U finden, so dass
UTAU diagonal ist

e wenn A und B hermitesch sind und kommutieren, gibt es mindestens eine Basis,
in der beide Operatoren diagonal sind
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1.2.6 Funktionen linearer Operatoren

e Funktionen von Operatoren sind iiber ihre Taylorreihe definiert:

fA) = ) a, A" (1.90)
n=0

: 1 d"f(z)

mit a, = 1 dgn lz=0 (1.91)

z.B. et = iﬁ (1.92)

B. - 2 .

e am einfachsten wird dies in der Eigenbasis:

A
UTAU = (1.93)
An
AT
utamy = (UtAv)" = (1.94)
A
nun summieren wir die Taylorreihe:
f(A1)
UTf(AU = (1.95)
f(n)
fA)
fla) = U Ut (1.96)
f(An)
e Ableitung eines Operators nach einem Parameter:
dA0) . A0 +h)— A(0)
T L e (1.97)
in einer vorgegebenen Basis gilt:
dA(0) d
— | = —=A(0)y 1.
E } & A0), (1.98)
e Baker - Campbell - Hausdorff Formeln fiir zwei Operatoren A und B
1
[eA, B] = <[A, B]+ 3 [A, [a, B]] + .. > et (1.99)
falls A und B beide mit [A, B] kommutieren:
ete® = exp(A+ B)exp (;[A, B]) (1.100)
bzw. edef = eBedelt Bl (1.101)
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1.2.7 Verallgemeinerung auf unendliche Dimensionen

e betrachte Diskretisierung einer Funktion f(z) im Intervall [a, b] mit f(a) =
f(b) = 0 und n Stiitzpunkten z1, dots, x,. Diskrete Nidherung f, gegeben durch
n Zahlen f,(x;) = f(x;) bzw.

fn (xl)
|f) < : (1.102)
die Basisvektoren in diesem Beispiel sind
0
) = | 1 (1.103)
0

d.h. es gibt n orthonormale Achsen, eine fiir jeden Punkt x; mit

(@i, 7;) = 0y und > mlwi)(w| =T (1.104)
i=1
in dieser Notation "
|fn> = Z fn(xi)|xi> (1.105)
i=1
Skalarprodukt:
(Falgn) = Fr(@i)gn(@:) (1.106)

i=1
e fiir n — oo: Summe — Integral

b

(flg) = [ do f*(@g(e)  Nows: [f| =TI} (L107)

a

o fiir die Basisvektoren gilt
b
/dx o) (e| = I und (2]2’) = 3(z — ') (1.108)

e Eigenschaften der 0- Funktion

/ A’ 6z — 2V (@) = f(z) (1.109)
d , Nen o Af(@)
P dz’ 0(z — 2" f(z") = i (1.110)
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e Entwicklung in der |z) - Basis

b
- / do’ f(2)a') — (alf) = F(x) (1.111)

die |f) bilden einen Funktionenraum

lineare Operatoren wirken auf die Funktionen im Funktionenraum

Alf) =1f) (1.112)

Analogie: Funktion = Vektor, Operator = Matrix

der zu A adjungierte Operator ist wieder definiert durch

Alf) = AP =11 (1.113)
(] = (Af] = (flAT (1.114)

b
baw. (glf') = (glAlf) = (gl AF) = / deg*(@)Af(z)  (L115)

(f'lg)" = (fIAT|g)* = (flATg)" = (ATg|f)
b

_ /dm [Atg(@)]" f(z)

a

A ist hermitesch, wenn

(glAf) = (Aglf) (1.116)
fir alle f und g
e Beispiel: Ableitungsoperator
df
D|fy = dx> (1.117)
Matrixelemente von D in der |z) - Basis
(|DIf) = (x |fracdfd:c> = fracdf(xz)dx (1.118)
5 (m x’
/dx’ @Dl |f) = /dx x\D\m F@') = fracdf(z)de (1.119)
= (#D|2') = Dy =08'(z —2a) (1.120)

in der |z) - Basis gilt
Dl =Dypyp=080"—2)=-0(x—2') = =Dy (1.121)

d.h. fiir den Operator K = —iD gilt K,,» = K}, . Das ist aber noch nicht
hinreichend dafiir, dass K hermitesch ist

YIKf) = (Kglf) = (fIKg)"  (1.122)
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=—ié' (z—a')

/b dz / 4z’ gle) oIkl (@lf) / du / ar' (fla) (1.123)

(@|K|z')" (2" ]g)"
b b

/ da g* () [-ijﬁ] / da f(z) [fmd*:”)} (1.124)

—if@ @l +i [ L) =i gL

[[-

(1.125)

K ist nur dann hermitesch, wenn der Oberflichenterm verschwindet:

" !
f@)g"(@)la =0 (1.126)
d.h. K ist hermitesch im Raum der Funktionen, die Gleichung (1.126) erfiillen

e Eigenwertproblem fiir K

KKy = klk) (1.127)
@KR) = k(lk) (1.128)

=it (z—a') =t (')

—_—— =
/dx K @R = k(@) (1.129)
i) = k) (1.130)
Losung: ¥p(z) = e keR (1.131)

: . JEN i ikx

Normierung: |k) me (1.132)
SR = /dm(k|x><x|k’> (1.133)

= %/dmexp (i[k" — klz) = o(k — k')

Herleitung durch doppelte Fourier - Transformation

1 —ikx
\/—Q?/dxf(x)e (1.134)
— L xefikxi / / efik':b
= m/d \/ﬂ/dk f&Y

S(k—k")

/dk’f(k') = % /da:exp [i(K' — k)z] = f(k)

f(k)

e in der Quantenmechanik spielt der Hilbertraum eine tragende Rolle.Formale
Definition:

— linearer Vektorraum (Dimension endlich oder oo)

18



— ein Skalarprodukt ist definiert (dieses indiziert eine Norm)
— der Raum ist vollstandig

% jede Cauchy - Folge von Elementen des Raumes konvergiert zu einem
Element des Raumes

x Cauchy - Folge: Folge {S,}, so dass fiir jedes € > 0 ein Index N(e)
existiert, so dass |S,, — Sy, | < € fiir n, m > N(e)

Beispiel: L2, Raum der quadratintegrierbaren Funktionen: (f|f) < oo
physikalischer Hilbertraum: der Raum der Funktionen (oder Vektoren), die

— auf 1 normiert werden kénnen (”eigentliche Vektoren”) oder

— auf die ¢ - Funktion normiert werden kénnen (”uneigentliche Vektoren”).
Diese Normierung ist fiir ¢y () nur moglich, wenn & reell ist
— betrachte nur reelle k
fiir reelles k kann Gleichung (1.126) erfiillt werden — K ist hermitesch

Ubergang |x) — |k) - Basis ist Fourier - Transformation

oo

1 —ikx
f(k) = <k|f>Zo dx<k|z<>z|f>m/dxe ko f(x)  (1.135)
fz) = <:c|f>=4 ik (alkOHf) = —== / ke f(k)  (1.136)

fiir den Operator K = —iD gilt in der |z) - Basis und |k) - Basis:

Klf)e = —i jj:> KIf)e = [k (1.137)

letzteres folgt aus
K|f)n = K / dk f(k)|k) = / Ak £ (k) K|k = / dk f(R)KROKS)  (1.138)

analog zu K in der |k) - Basis gibt es einen Operator X, der in der |z) - Basis
diagonal ist:

X|z) = x|z) (1.139)
d.h. die |z) sind die Eigenkets von X mit Eigenwert x, dann gilt:
X|f)a=2f)a (1.140)

Wirkung von X in der |k) - Basis

X|f) X/dkf(k)|k:> :X/dkf(k)/dx|x>(x|k) (1.141)

d ikz

—'ag€
—N—

/dkf(k)/de\xm(x) = /dkf(k)\/%/dx :xei’“’ |z)

=I

/dk F(k) (ii) /dx|x><x\ k) = /dk F(k) (ii) k)

/dk (i(ﬁ{) k) = i ji>k (1.142)
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(dabei wurde im vorletzten Schritt eine partielle Integration angewendet und
beriicksichtigt, dass Oberflichenterme verschwinden)
— X in |z) - Basis und K in |k) - Basis haben &hnliche Wirkung

e Kommutator

XK = (0K = KX, = —in| ) 44 j[ﬁ]} (1113
= —ix jf>+z|f +i|x >
= |X, K] = il (1.144)

die Operatoren X und K sind komplementéire Operatoren
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1.3 Die Postulate der Quantenemechanik

1.3.1 Die Postulate

e wir "definieren” die nichtrelativistische Quantenmechanik durch vier Postulate

e zunichst fiir einen Freiheitsgrad in einer Dimension

Klassische Mechanik Quantenmechanik

Der Zustand eines Teil- | 1. | Der Zustand eines Teilchens ist beschrie-

chens ist beschrieben ben durch einen Vektor [(¢)) in einem Hil-

durch Ort z(t) und Im- bertraum

puls p(t)

Jede dynamische Va- | II. | Die unabhéngigen klassischen Variablen

riable w ist die Funk- x und p werden ersetzt durch hermite-

tion von x und p: w = sche operatoren X und P mit Matrix-

w(z, p) elementen (x| X|z’) = zdé(x — ') und
(z|Pla’y = —ihd’(x — 2’). Die abhéngi-
gen klassischen Variablen w(x, p) wer-
den ersetzt durch hermitesche Operatoren
Q(X, P) mit Eigenwerten und Eigenvekto-
ren gemif Qw) = wlw)

Wenn das Teilchen in | III. | Wenn das Teilchen in einem Zustand |¢)

einem Zustand ist, der ist, ergibt die Messung der Grofle, die dem

durch z und p gege- operator €2 entspricht, einen der Eigenwer-

ben ist, ergibt die Mes- te von  mit Wahrscheinlichkeit P(w) o

sung von w den Wert [{w|th)|?. Der Zustand des Teilchens #ndert

w(x, p). Der Zustand sich infolge der Messung von [¢) zu |w)

des Teilchens bleibt

unverdndert.

Die zeitliche Anderung | IV. | Der Zustandsvektor [¢(¢)) entwickelt

der Variablen z und sich gemdfl der Schrédingergleichung

p ist gegeben durch ihd/(0t)|y(t)) = H|p(t)). H(X, P) ist der

die Hamilton - Glei- quantenmechanische Hamiltonoperator

chungen & = 9%/(9p),

p = —09/(0z). 9 ist

die klassische Hamil-

tonfunktion

1.3.2 Diskussion der Postulate I - I11

e wenn in der klassischen Mechanik ein Zustand (z, p) gegeben ist, wird in einem
Experiment fiir die Variable w der Wert w(z, p) gemessen. Wenn in der Quanten-
mechanik ein Zustand durch |¢) gegeben ist, sind fiir die Messung der Variablen,
die w entsprecht, folgende Schritte notig:

1. Konstruktion des entsprechenden quantenmechanischen Operators 2 nach
Postulat TV.

2. Finden der Eigenwerte w; und der orthonormalen Eigenvektoren |w;) von Q
3. Entwicklung von |¢) in dieser Basis

) =Y fwi){wilt))

i

(1.145)
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4. die Wahrscheinlichkeit, im Experiment einen Wert w zu messen, ist:
P(w) oc |{w]e)[? (1.146)
ausgedriickt durch den Projektionsoperator P, = |w){w|:
Pw) o (glw)wl) = (@IPu[y) (1.147)
= (YPPu|v) = (Put|Put))
d.h. [9) wird auf |w) projiziert

e das einzigmégliche Ergebnis einer Messung von € ist einer der Eigenwerte von
Q. Quantenmechanik sagt nur die Wahrscheinlichkeit voraus, einen dieser Eigen-
werte zu messen

e die statistischen Vorhersagen der Quantenmechanik kann man experimentell tes-
ten durch Mittelung iiber ein Ensemble von Teilchen im selben Zustand |t))

o P(w) o [{w]th)|? ist die relative Wahrscheinlichkeit. Absolute Wahrscheinlichkeit
erhélt man durch Normierung:

@l )P
> lwsl)? (@)
falls |¢) normierbar ist, als fiir eigentliche kets (uneigentliche kets spiter)

— |¢) und «|tb) sind physikalisch dquivalent = ”Strahl” oder Richtung im Hil-
bertraum

P(w;) (1.148)

e falls |¢)) ein Eigenzustand |w;) ist, ergibt die Messung von € mit Wahrschein-
lichkeit 1 den Wert w;

e fiir einen anderen Operator A gilt analog:

— Finden von Eigenwerten )\; und Eigenvektoren |\;)

— relative Wahrscheinlichkeit fiir \; ist [(\;|)|?
— |9) enthélt die statistische Vorhersage fiir alle Observablen

— der Erwartungswert des Operators 2 in einem (normierten) Zustand [¢))
ist definiert in Analogie zum Mittelwert in der Statistik:

() ZP(wz‘)wi = Z [{wil)[Pwi = Z<¢|Wz’><wi|¢> (1.149)

i

> V[ Qws) (wiltp) = ([

(3

* dazu muss man nur |¢)) kennen, die Eigenvektoren und -werte von
sind nicht notig

x falls 1) ein Eigenzustand von 2 ist, d.h. Q¢) = w|y), gilt
Q) =w (1.150)

x der Erwartungswert entspricht einer Mittelung {iber ein Ensemble von
vielen Teilchen im selben Zustand |4). Fiir ein einzelnes Teilchen wird
man immer einen der Eigenwerte von (2 messen
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* im Allgemeinen ist (2) nicht gleich einem der Eigenwerte
— die Unschirfe von 2 entspricht der Standardabweichung in der Statistik:

AQ = /(= (2)?) = V@I — ()[v) (1.151)

Beispiel: wenn fiir ein Teilchen (X) = a und AX = b, ist das Teilchen in
der N&he von a lokalisiert, mit einer Streuung von der Gréflenordnung b.

1.3.3 Komplikationen

1. die Vorschrift Q(X, P) = w(x — X, p — P) ist nicht eindeutig, da X und P
nicht kommutieren
Beispiel: w = zp — Q = X P oder Q2 = PX? Antwort fiir diesen Fall: Symmetri-
sieren, d.h.

Q- %(XPJFPX) (1.152)

dadurch wird Q auch hermitesch
allgemeiner Fall: Experiment muss entscheiden (bzw. Pfadintegral - Formalismus)

2. der Operator ) kann entartet sein
Beispiel: w1 = wy = w, was ist die Wahrscheinlichkeit P(w)?

e sei V,, der zweidimensionale Eigenraum zum FEigenwert w mit Eigenbasis

lw, 1), |w, 2)
e wir nehmen an, dass wi und ws verschieden, aber infinitesimal benachbart
sind
P(w) = P(w; oder wy) = [{w, 1|)|> + [{w, 2])* (1.153)
= (Wlw, Ww, 1Y) + (Ylw, 2){w, 2|¢)
(W (Jlw, {w, 1| + |w, 2){w, 2[) [¢)
= Pw) = (@[Pu|y) (1.154)
— wir konnen nun Postulat III durch
P(w) o< (|Py i) (1.155)
ersetzen, wobei P, der Projektionsopeator auf den zu w gehorigen Eigen-
raum ist

3. das Spektrum von 2 kann kontinuierlich sein. In diesem Fall ist die Entwicklung
von |¢) in der | - Basis:

) = / dwlw)(w[) (1.156)

o (w) = (w|y) heiit Wellenfunktion im - Raum

e (w) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude, bei der Messung von 2 den Ei-
genwert w zu finden

e die Wahrscheinlichkeitsdichte des Eigenwertes w ist

P(w) = |{wl$)]* = [¥(w)]* (1.157)

d.h. P(w)dw ist die Wahrscheinlichkeit, einen Wert im Intervall Jw, w + dw]
zu finden
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e fiir normierbare |)):
/ dw P(w)

fiir uneigentliche kets ist

/ dw | (wl)? = / dw (Wl)wl)  (1158)
W) = (ple) = 1

($[) = 0 (1.159)

— wir interpretieren P(w) als relative Wahrscheinlichkeitsdichte
Beispiel: Spektrum des Ortsoperators X

— |¢(x)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen am Ort z zu
finden (siehe 1.1.2.5)

— fiir Teilchen mit festem Impuls p = hk:

Yp(z) = \/%exp (”?) - ebene Welle  (1.160)
s
1
=@ = o (1.161)

d.h. die relative Wahrscheinlichkeitsdichte ist konstant im gesamten
Raum

— die absolute Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in einem endlichen
Volumen zu finden, ist Null. Das ist unphysikalisch, da wir das Teilchen
ja irgendwo messen. Statt ebenen Wellen sollten wir benutzen:

~ R
() = { /= exp [ 3 } in einem groffen Volumen (1.162)

—0 fir v — o0

— Fouriertransformation hat ein scharfes Maximum bei p = pg
— Messung von P ergibt praktisch immer p = pq
trotzdem benutzen wir ebene Wellen, da diese mathematisch einfacher
zu behandeln sind

— in der klassischen Mechanik reichen zwei Variablen, z(¢) und p(t), um
den Zustand eines Teilchens zu beschreiben.
In der Quantenmechanik braucht man einen ket |¢) mit unendlich vie-
len Komponenten. Dieser enthilt die relativen Wahrscheinlichkeiten fiir
die Messung aller Operatoren, z.B.

Y(x) = (z|v) fiir die Messung von X (1.163)
¥(p) = (p|Y) fir die Messung von P (1.164)
Y(w) = (wy) fiir die Messung von (1.165)

4. der quantenmechanische Operator €2 hat keine klassische Entsprechung
Beispiel: Spin
Postulate sagen uns nicht, wie der quantenmechanische Operator aussehen muss
— Intuition, semiklassische Analogie, Ausprobieren, ...
letztendlich entscheidet immer das Experiment
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1.3.4 Kollaps des Zustandsvektors

e in der klassischen Mechanik gibt es das Konzept der ”idealen Messung”: der
Zustand des Teilchens wird durch die Messung nicht verédndert

e in der Quantenmechanik entspricht eine ideale Messung dem Postulat III:
vor der Messung ist das Teilchen in einem beliebigen Zustand |¢) (Superposition
von Eigenzusténden):

|@=Zwmmw (1.166)

nach der Messung ist es in einem der Eigenzustinde |w) des Operators €2: ”Kol-
laps des Zustandsvektors”

e Beispiel: ein Teilchen sei in einem Impuls - Eigenzustand, also ) = |p)

1. Messung des Impulses durch Compton - Streuung
Apy =py — 1), (1.167)

durch Messung von p,, und p, kénnen wir p und p’ = p — Ap,, bestimmen
(Energie- und Impulserhaltung in einer Dimension)

ideale Messung entspricht dem Grenzwert Ap, — 0, d.h. p’ =p

— ideale Messung des Impulses dndert den Impuls - Eigenzustand nicht

2. nun Messung der Position — ergibt einen der Eigenzusténde |z). Entwick-
lung von |z) in der Impulsraumbasis:

o) = [ vl o) = = [ dplprexn (-5 (1168

— alle kets |p) tragen bei, Teilchen ist nicht mehr in einem Impuls - Eigen-
zustand

— selbst eine ideale Messung éndert den Zustand

Fazit: eine ideale Messung von € in der Quantenmechanik ldsst nur die
Eigenzustéinde von € unveridndert

e Effekt einer Messung von ) mit Ergebnis w:

P,
) — NCRTERD) (1.169)

P, ist der Projektionsoperator auf den Eigenraum V,,

1.3.5 Kompatible und inkompatible Variablen

e bisher: ein Operator (2
Was passiert, wenn man zwei Variablen (Operatoren) 2 und A messen will?

e Zustand vor der Messung: |¢)
Zustand nach der Messung von Q: |w)
Zustand nach der Messung von A: |A) (unmittelbar nach der Messung von )

e im Allgemeinen ist |w) kein Eigenzustand von A — |A) # |w)
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e falls w jedoch ein Eigenzustand von A ist, &ndert die Messung von A den Zustand

nicht mehr
— gemeinsamer Eigenzustand |w)
dann gilt:
QwA) = wlw)) (1.170)
AlwAy = Awl) (1.171)
— (QA — AD)|wA) = [, AljwA) =0 (1.172)
e es gibt drei Félle:
1. kompatible Operatoren
[, A]=0 (1.173)
— wir konnen eine vollstindige Basis von gemeinsamen Eigenzustdnden
|wA) finden
2. inkompatible Operatoren: [2, A] ist ein Operator, der keinen Eigenwert =
Null hat

— es gibt keinen gemeinsamen Eigenzustand von 2 und A. Beispiel:
[X, P] =ihl (1.174)

(siehe 1.1.2.7 mit P = hK)
— X und P haben keine gemeinsamen Eigenzustidnde

3. [Q, A] # 0, aber mindestens ein Eigenwert = Null
— man kann einen oder mehrere gemeinsame Eigenzustéinde von 2 und A
finden, aber keine vollstéindige Basis

1.3.6 Schriédinger - Gleichung
zur Erinnerung
(1) = HR (1) (1175)
- zeitabhéngige Schrodingergleichung
1.3.6.1 Konstruktion des Hamilton - Operators
e Beispiel 1: harmonischer Oszillator in einer Dimension

2 1 P2 1
H= QPTn + §mw2m2 — H= am + §mw2X2 (1.176)

e Beispiel 2: harmonischer Oszillator in drei Dimensionen
1 1
H = o (P} + P/ + P2) + mw?” (X + Y2 + 27) (1.177)
m

dies funktioniert fiir alle Probleme mit klassischen Analogien; bei Problemen mit
Spin (keine klassische Analogie): improvisieren (spéter)
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1.3.6.2 Allgemeine Lésungsmethode

wir nehmen zunéchst an, dass H nicht explizit von ¢ abhéngt
wir betrachten zuerst die Eigenwertgleichung fiir H
H|E) = E|E) (1.178)

- zeitunabhéngige Schrodinger - Gleichung.
Wir nehmen an, dass wir diese Gleichung lésen konnen und alle E und |E) kennen

die Schrodinger - Gleichung ist eine Differentialgleichung erster Ordnung — eine
Integrationskonstante z.B. [1(0))

nun fithren wir den Propagator U(t) ein und schreiben
¥ (@) = UB)[4(0)) (1.179)

U(t) kann als Funktion der F und |E) ausgedriickt werden: dazu entwickelt man
|t(t)) in der |E) - Basis:

(1) =Y IENEW(®) = an(t)|E) (1.180)
nun wird ihm — H auf diese Gleichung angewendet
éO7 kets lin.unabh.
—~—
0 = (ihaat - H) (1)) = (ihag — agE) |E)  (1.181)
. iE
—ap = ——-ap (1.182)
—ag(t) = ag(0)exp (—;Et) (1.183)
(Ele) = EOen (-5 2t) (1184)
~00) = L IBE e (-4 5t) (1.185)
— (Z |E) <E exp (—;Et> ) [4(0))
~Ut) = SIENEexp (—;Et> (1.186)
E
die Zusténde )
|E(t)) = |E)exp <—;Et) (1.187)

heiflen stationdre Zusténde, denn die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir einen be-
liebigen Operator {2 ist in solch einem Zustand zeitunabhéngig:
2

Plw,t) = [(wlE®)*= (1.188)

Yw|E)exp (—;Et)
= |[(wE)* = P(w, 0)
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e U(t) kann man auch als
U(t) = exp <;Ht) (1.189)
schreiben

e U(t) ist ein unitirer Operator: UTU = I
|1(t)y = U(t)]1»(0)) entspricht einer ”"Rotation” im Hilbertraum, denn die Norm
andert sich nicht

WO (t) = W0)|UTU$(0)) = (1(0)[4(0)) (1.190)

1.3.6.3 'Wahl der Basis

e Schrodinger - Gleichung kann in beliebiger Basis gelost werden, aber es gibt meist
eine Basis, in der die Losung am einfachsten ist

e wegen H = H(X, P) wihlt man oft (aber nicht immer) die X - oder P - Basis,
da dann einer der Operatoren diagonal ist

e die Ergebnisse lassen sich oft in der X - Basis am einfachsten interpretieren, da
wir im Ortsraum leben. In der X - Basis und mit H = T 4+ V (T kinetische
Energie, V: potentielle Energie) ist die Schrédinger - Gleichung

Lo 9

- 2m dz?

ihgw(x, t) = < + V(a:)) P(z, t) (1.191)

e Beispiel, in dem die P - Basis am einfachsten ist

P2
H= 5 + fX - konstante Kraft in X - Richtung (1.192)
m

zeitunabhéngige Schrodinger - Gleichung in der X - bzw. P - Basis:

2 2
(=g = 1%) vl0) = Buslo) (1193)

2
<§nm Ci)) Ye(p) = EYe(p) (1.194)

1.3.6.4 ”Herleitung” der Schrédinger - Gleichung

e Schrodinger - Gleichung kann nicht formal hergeleitet werden ("neue Physik”),
aber es gibt plausible Argumente

e Wellengleichung der Elektrodynamik (ohne Quellen) fiir die Komponenten des

—,

Viererpotentials (A*) = (@, A)

L, 102
Losung
Wz, ) = / @k A(Ryexp (ilF7 — wr)) (1.196)
2
mit 0 = —k?+ w—Q
C
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e Ableitungen nach # und t wirken auf ¢ wie folgt

% — ik = — —iw (1.197)
fiir Photonen (Ruhemasse = 0) gilt p'= Ak und E = hw, daher

., = 0

p— —ihV E — zha - Ersetzungsregeln (1.198)

e fiir Photonen ist E? = p?c?, fiir massive Teilchen gilt aber

E2
E? = m2c* + p2c?, also — = p? = m?c? (1.199)
c

damit wird aus Gleichung (1.195):

~, 107 m?2c? : .
Ve — 2o Pz, t) = 2 P(z, t) - Klein-Gordon-Gleichung  (1.200)

diese Gleichung beschreibt freie relativistische Teilchen mit Spin = 0. Losung hat
wieder die Form von Gleichung (1.196) mit

(hw)? = (mc*)? = (hke)? (1.201)

e freie Schrédinger - Gleichung (ohne Potential V') folgt als nichtrelativistischer
Grenzfall der Klein - Gordon - Gleichung

e andere Moglichkeit der ”Herleitung”:
ein nichtrelativistisches Teilchen bewegt sich in einem Potential V (%), dann gilt

fiir Energie und Impuls p’
2

E=L 1v@ (1.202)

2m

mit den Ersetzungsregeln fiir Energie und Impuls folgt

m%w@ t) = (—;nﬁ? + V(:z‘)) (z, t) (1.203)

das ist die Schrodinger - Gleichung im Ortsraum. In Operatoren - Schreibweise:

i g 0(0) = (5o + VX)) 10) = HIb(e) (1.204)

2m

1.3.7 Kontinuititsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte

e die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsdichte (in drei Dimensionen) ist

(@, )2 = p(e, 1) (1.205)
Wie dndert sich p mit der Zeit?
2= Sl = () =+ Y (1.206)
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Schrodinger - Gleichung im Ortsraum mit H =T+ V (V ist reell, sonst wiire H
nicht hermitesch)

. h2 o
— ——v%p + Vi (1.207)
—il)* = —h—gv%p + Vop* (1.208)
. . ﬁ -
P = o (VR — T2y (1.209)
h
= 5V [(Ve)e - vV
nun definiere 5

(@ 1) = 5 [0V = (Vo)) (1.210)

damit folgt die Kontinuitétsgleichung
% +VJ(Z t)=0 (1.211)

d.h. J kann als Wahrscheinlichkeitsstromdichte interpretiert werden

e die Norm von % ist konstant:

d
) = /d3 |]? = dt/dgxp (1.212)

/d3xp /d3 ﬁf:—yfd&f:o

im vorletzten Schritt wurde der Gaufische Satz verwendet. Im letzten Schritt
wurde beriicksichtigt, dass fiir normierbare v J schnell genug abfillt

1.3.8 Heisenbergsche Unschéirferelation

e Erinnerung

in der klassischen Mechanik ist ein Teilchen durch x(¢) und p(¢) beschrie-
ben, und jede dynamische Variable w(z, p) kann im Prinzip beliebig genau
gemessen werden

in der Quantenmechanik ist ein Teilchen durch einen Zustandsvektor |¢) im
Hilbertraum beschrieben, und Quantenmechanik macht statistische Aussa-
gen iiber die Messung eines Operators €2 in diesem Zustand, z.B.

()
AQ

(¥|Q1)) - Erwartungswert (1.213)
V(2 = (Q))2[4) - Unschiirfe (1.214)
wenn ) = |w) (Eigenzustand des Operators ), ist (2) =w und AQ =0

wenn wir zwei hermitesche Operatoren {2 und A fiir einen beliebigen Zustand
messen, haben diese Unschérfen AQ) und AA, fiir welche gilt:

(AQP(AAY > (6, Allw)? (1.215)

d.h. wenn zwei Operatoren nicht kommutieren, kénnen wir sie nicht gleich-
zeitig beliebig genau messen
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e Bemerkungen

wenn {2 und A hermitesch sind, ist ¢[2, A] hermitesch, denn [, A] ist anti-
hermitesch:

[Q, A]T = (QA — AQ)T = AQ — QA = —[Q, A] (1.216)

die Unschérferelation héngt im Allgemeinen vom Zustand [¢)) ab

fiir komplementére Operatoren gilt
[Q, A] =ihl, zB. X und P (1.217)

in diesem Fall gilt unabhéingig vom Zustand [t))

AQAA > g, insbesondere AXAP >

oS

(1.218)

die Unschérferelation wird minimiert (d.h. aus > wird =) fiir Zusténde [¢),
fir die gilt:
(€ = ()[Y) = c(A = (A)|) (1.219)

e Unschirferelation fiir Energie und Zeit

AEAt > g (1.220)

dies folgt nicht aus Gleichung (1.195), denn die Zeit ist keine dynamische
Variable, sondern ein Parameter

”Herleitung” iiber Fouriertransformation
1 —iw
f) = E/dwg(w)e t (1.221)
1 —tw
gw) = E/dtf(t)e t (1.222)

und die Identifikation F = hAw

Interpretation: wenn ein System nur fiir eine endliche Zeit At existiert, hat
es eine Energieunscharfe AF

— fiir eine kurze Zeit At ~ h/(AFE) kann der Energieerhaltungssatz verletzt
werden

Beispiel: Reichweite der starken Wechselwirkung (Kraft zwischen Nukleo-
nen)
Modell: zwei Schlittschuhldufer bewerfen sich mit Schneebéllen
x A wirft am Punkt x; einen Schneeball auf B
A erfahrt einen Riickstofl und dndert seine Bahn

B fiangt den Schneeball am Punkt x5 und dndert durch den Stof§ auch
seine Bahn

*

*

*

ein Beobachter, der den Schneeball nicht sehen kann, misst eine absto-
Bende Kraft zwischen A und B

x falls A und B den Schneeball nur 10m weit werfen kénnen, ist die Reich-
weite der Kraft 10m
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So dhnlich wechselwirken Elementarteilchen miteinander: Nukleonen tau-
schen Pionen aus

* Pionen haben eine Ruheenergie mc?

* ein Nukleon kann ein Pion erzeugen (und damit Energieerhaltung ver-
letzen), wenn das Pion innerhalb der Zeit At ~ h(m,c?) vom anderen
Nukleon absorbiert wird

* Reichweite der Kraft

hi
r=cAt ~ ~ 107" m = 1 Fermi (1.223)

MyC

1.3.9 Klassischer Limes und Ehrenfest - Theorem

e wenn Quantenmechanik auf makroskopische Objekte angewendet wird, sollten
die Ergebnisse der klassischen Mechanik reproduziert werden

e wir betrachten zuerst die Zeitentwicklung von Erwartungswerten

d d . ) .
Q) = T W1010) = WIRN) + (BI21Y) + (B101D) (1.224)
wir nehmen an, dass €2 nicht explizit von ¢ abhingt — Q=0
d . .
3 = (DIQ) + (¢|2f) (1.225)
Schrodingergleichung:
) = %le und (1.226)
. 1
Wl = -l (1.227)
d 1 1
—0) = L (IOH - HOW) = il Hly)  (1229)
%(Q) = %WHQ, H]|v) - Ehrenfest - Theorem (1.229)
hierbei sei die Ahnlichkeit zur klassischen Mechanik beachtet:
dw
i {w, 9} (1.230)
B ow 09 Ow 09
{w, 9} = Z (8% . aqi> (1.231)
e nun betrachten wir %X :
d _ 1 _ Lix Lpe
) = (X H]) = (X, 5P (1232)
(X, P’ = XP?-P°X=(PX+[X, P])P-P(XP—-[X,P))
= [X, P]P+ P[X, P] = 2ihP (1.233)
d _ B /oH
— &<X) = o = <8P> (1.234)

Ableitung nach Operatoren ist iiber Taylorentwicklung definiert
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e nun betrachten wir %P:

C(P) = ([P, H)) = ([P, V(X)) (1.235)
der Kommutator lasst sicht am einfachsten in der X - Basis berechnen:
P —m% and V(X) — V() (1.236)
[P, V] = fm%(vw) + ihv% = —ih%w (1.237)
— [P, V] = fih% = —ih%—ij (1.238)
= %<p> = <_g§> (1.239)

e die Gleichungen fiir (X) und (P) sehen #hnlich aus wie die Hamiltongleichungen
der klassischen Mechanik
99 k)
t=—und p=—— 1.240
T ap und p o ( )
In welchem Grenzwert gehen die quantenmechanischen Gleichungen in die klas-
sischen Hamiltongleichungen iiber?

e wir versuchen, einen ”klassischen” Anfangswert zu konstruieren, d.h. Ort und Im-
puls sind wohldefiniert. Dies ist in der Quantenmechanik unmoéglich, denn X und
P sind inkompatible Variablen und haben keine gemeinsamen Eigenzustédnde. Es
gibt aber Zusténde |xopg), die ndherungsweise Eigenzustinde von Xund P sind:

(X) == AX = A (1.241)
P) =pg AP =~ h 1.242
A

wenn die Unschérfe fiir X und P auf der makroskopischen (klassischen) Skala
klein sind, z.B.

1 1PoT (x —x0)?
|Z0P0A) = Yy, po, a(T) = WGXP (_h> exXp (_W (1.243)

fiir AX ~ 107 °m (GroBe eines Protons) ist AP ~ 10~ 14g cm/s
— fiir klassische Teilchen mit Masse 1g ist Av ~ 10~ !4cm/s. Solche Unschérfen
sind klassisch nicht messbar

e fiir solch einen Zustand ist die Zeitentwicklung von xy und py gegeben durch die
klassische Hamiltongleichungen:

, d OH\ 2 OH 0%
_ 9 Z ) 1.244
o A <ap> OP |_oo peye 00 (1.244)
, d OH\ » OH 0%
Po = L(P)= <_ax> X o ™ (1.245)
(1.246)
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falls die beiden Néherungen gerechtfertigt sind. In diesem Fall gilt auch fiir alle
abhéngigen Variablen

(X, P) = Q(x0, po) = w(zo, po) (1.247)

d.h. alle Erwartungswerte sind gleich den klassischen Gréfien
— klassische Mechanik als Grenzfall der Quantenmechanik, falls die Ndherung
gerechtfertigt ist

die Ndherung bedeutet, dass wir die Erwartungswerte der FunktionendH /(JP)
und —0H/(0X) durch Funktionen der Erwartungswerte xy und pg ersetzen. Dies
ist gerechtfertigt, wenn die Fluktuationen um die Erwartungswerte klein sind.
Fiir unser Beispiel |zopoA)

OH B P\ (P) po 0%
<8P> = <m>mngamH exakt (1.248)
<—g§(1> = <—j§> = (-V'(X)) < —V'(xg) = —g—fo (1.249)
Taylorentwicklung von —V = F' in der X - Basis:
F(x) = F(x9)+ (x —x0)F'(z0) + %(m —x0)F"(zo) +...  (1.250)
-0 =A?
e N —_—
(F(z) = Flao) +{z—z0) F'(ao) + 3 ((a — w0)%) F(xo) +...(1.251)

d.h. die Ndherung ist gut, wenn
A2|F"(29)| < |F(20)| (1.252)

— die Kraft bzw. das Potential diirfen iiber die Unscharfe A des Zustandes nicht
zu stark variieren. Fiir klassisches Potential und klassische ” Zustande” ist diese
Forderung erfiillt
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1.4 Einfache eindimensionale Probleme

1.4.1 Freies Teilchen
e zeitabhéngige Schrodingergleichung

. P2
ih|l) = H|Y) = — 1.253
il = HI) = 5 [} (1.253)
Losung mit Hilfe der stationdren Zusténde (siche Abschnitt 1.36.2)
1Bt
) =1Byesp (-7 (1.254)

e zeitunabhéngige Schrodingergleichung zur Bestimmung von E und |E):
P2
H\E)=—|FE)=FE|E 1.255
|E) = 5—|E) = E|E) (1.255)

die Eigenzustéinde |p) des Operators P sind auch Eigenzustéinde von P? und
damit auch von H:

P%p) = p’lp) (1.256)
P2 p2
Zoyo= Py g 1.2
HQm\p> 2m\p> Ip) (1.257)
~p = +V2mE 1.258
p

1. Spektrum des Hamiltonoperators (=Menge der Eigenwerte von FE) ist kon-
tinuierlich (in diesem Fall)

2. jeder Eigenwert E = p?/(2m) ist zweifach entartet mit orthonormalen Ei-
genvektoren | + prangle und | — p)

e physikalische Interpretation

— ein Teilchen mit Energie kann sich nach rechts oder links bewegen, mit
Impuls |p| = V2mE
— Unterschied zur klassischen Mechanik: der Zustand
alp) + 6| —p), la?+ 8> =1 (1.259)

beschreibt ein einzelnes Teilchen, das sich mit Wahrscheinlichkeit ||? nach
rechts bzw. |3]? nach links bewegt

e Propagator

U) :7 ol e (~ 20 (1.260

in der X - Basis:

Uletia!) = (alU0l) = [ aplelitioien (~21) (261
_ %/dpexp <ié)(x—x')— ;ﬁ)
_ %exp(%(x—x’f)
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und damit

P, t) = (z[y(t)) = (z|U(#)[4(0)) = /dxl (x[U(t)|2") (="]¥(0))(1.262)
= /dx’ Uz, t; 2")y(x, 0)

dies ist die vollstdndige Losung und beschriebt die Zeitentwicklung der Wellen-
funktion fiir eine gegebene Anfangsbedingung v (z, 0)
e wenn das Teilchen zur Zeit ¢ = 0 am Ort x( lokalisiert ist,
1/1(% 0) = 5($ - xO)a (1263)

folgt

Y(z, t) = Ul(z, t; o) (1.264)
d.h. U(z, t; 2p) in der X - Basis ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude, das Teil-
chen am Ort z zu finden, wenn es bei ¢ = 0 am Ort zy war (daher der Name

Propagator). Das Integral (1.263) ist eine gewichtete Summe der Beitride von
allen Orten z’

1.4.2 Potentialtopf
1.4.2.1 TUnendlich hohe Wand

e Potential gegeben durch

}o Tvm-vn

_Jo ol < %
V(z) = { Vo o0 . |a| > % (1.265)
e Figenwertgleichung in der X - Basis:
dZy  2m
— +—=E-V)Y=0 1.266
dz2 + B2 ( ) ( )
e zuerst Region III (z > L/2): wir nchmen an, dass Vp endlich (> E). Losung der
FEigenwertgleichung
Y(zr) = Ae™ + Be™"* (1.267)
1
Kk = ﬁQm(VO ) (1.268)
Losung darf fiir £ — oo nicht divergieren: A = 0. Im Limes Vj — oo geht Kk — oo
und damit
’(ﬁ[[[(it) =0 (1269)

36



e idhnlich in Region I (x < L/2): ¢r(z) =0
e in Region IT (|z| < L/2): freies Teilchen, also:

2mE

i) = Ae™ + Be k= /=0 (1.270)

e wir fordern nun, dass ¢ bei x = +L/2 stetig sein muss (Begriindung siche Ab-
schnitt 1.4.3)

I . ,
Ut (2) = A7 4 Be 7 = (1.271)
Vit (—S) — Ae % 4 BetE — (1.272)

in Matrixform:

eths  emik% A 0
(22 ()-8 o

nur nichttriviale Losung fiir

| ciky  o—ik% L —ikL .
0 = det| "o oo |=e""—e " =2isin(kL) (1.274)
e 2 e'r3
kL = nm n=0,+1,... (1.275)

e zugehorige Eigenfunktionen:

L

0 = Ae*% 4+ Be "3 = A¢!'T 4+ Be P (1.276)

="
= ¢F A 4B | = F[A-)" + B =0

—A = +B (1.277)

d.h. wir erhalten zwei Familien von normierten Eigenfunktionen

2 nmwT
B \/;cos( T ) , n ungerade
VYn(T) = T (1.278)
Zsin (27£) , n gerade
mit Eigenwerten
R*k?  (hnm)? o h2m?
E= om  2mL® " 2mlL? (1.279)

e wir haben zum erstenmal quantisierte Energieniveaus gefunden! Schréodingerglei-
chung und Randbedingungen ergeben also eine Quantisierung der Energie

e die zugehorigen Eigenfunktionen sind gebundene Zusténde, fiir diese gilt:

lim (z) =0 (1.280)

|z|— o0

37



e gebundene Zusténde gibt es immer, wenn E < V(too0) (wie man es klassisch
auch erwarten wiirde)

e die zu gebundenen Zustédnden gehorigen Energien sind immer quantisiert, wihrend
ungebundene Zusténde ein kontinuierliches Spektrum haben (z.B. freies Teilchen)

e der Grund, dass man an die Wellenfunktion mehr Bedingungen stellt als sie freie
Parameter hat ist hier z.B.

— zwei Bedingungen (¢p = 0 fiir z = £L/2)
— ein Parameter (A/B, denn ein gemeinsamer Faktor is physikalisch irrele-

vant)

— kann nur fiir bestimmte (quantisierte) Energien erfiillt werden. Bei freien
Zustanden ist das nicht der Fall, da ¢(z = £00) # 0, und das gibt einen zusiitz-
lichen Parameter

e der niedrigste (nichttriviale) Zustand (n = 1) hat Energie

h2m?

klassisch wire die niedrigste Energie Null. Dies kann man mit der Unschérfere-
lation verstehen:

£y

— fiir gebundene Zusténde gilt (P) = 0, sonst wiirde das Teilchen irgendwann
nach x = 400 oder = —oo driften

— damit ist in der Region II

1 1 1
(H) = 5-(P) = 5—((P— {P))") = 5~(AP)’ (1.2
— mit AXAP > h/2 folgt ,
(H) > 8m(hAX)2 (1.283)
— wegen |z| < L/2 ist AX < L/2 und damit
52
E=(H) > (1.284)

das ist zwar einen Faktor 72 kleiner als F, aber die GréSenordnung stimt

1.4.2.2 Endlich hohe Wand

e wir untersuchen ein Teilchen in einem endlichen Potentialtopf

0 L |zl<a
V(z) = { Vo | |z|>a (1.285)

e im Vergleich zum unendlichen Potentialtopf treten hier gebundene und unge-
bundene Zustdnde auf. Erstere haben notwenidgerweise Energie F < Vj. Die
niedrigen Zusténde sollten denen im unendlichen Potentialtopf &hneln mit dem
wichtigen Unterschied, dass sie am Rand nicht strikt verschwinden, sondern (mit
exponentiellem Abfall) iiber den Topfrand hinaus reichen. Insbesondere wechseln
sich in beiden Fillen gerade und ungerade Losungen ab.
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e Wir bestimmen zunéchst die gebundenen Zustédnde und zeigen, dass k£ und ix,
die reelle bzw. komplexe Wellenzahl eines Zustandes innerhalb bzw. auflerhalb
des Potentialtopfes, der Beziehung

2mVj
=05

k? + K? (1.286)

geniigen und somit auf einem Kreis in der k— & - Ebene liegen. Wir zeigen weiter,
dass die erlaubten Energien der geraden Losungen die transzendente Gleichung

ktan ka = K (1.287)
erfiillen, wihrend die ungeraden Losungen auf die Gleichung
kcot ka = —k (1.288)
fiihren:
h2q® h2k? 2mE 2m(E — V)
E = — Vo= P = (1.289
2m *Tom T 2 2 (1.289)
mitg = ik (1.290)
2mVo
=k +x* = = (1.291)
Ce™™ , T < —a
=19 = Asin ka + Bcos ka , |z] < a (1.292)
De™ 7 , x> a

Mit der Randbedingung ¥ — 0 fiir x — Zoo folgen aufgrund der Symmetrie
zwei Gleichungen:

Y(a—0) = ¢¥(a+0) (1.293)
P'(a—0) = '(a+0) (1.294)
&% 0e=ra = Beos ka (1.295)
—kCe™™ = —kBsin ka (1.296)
e " cos ka !
' —Kke™"  —ksin ka | 0 (1.297)
=0 = —ksin(ka)e " (1.298)
+x cos(ka)e™ "
=0 = kcos(ka)—ksin(ka)  (1.299)
— Kk = ktan(ka) (1.300)
ungerade | €~ "¢ sin ka i
= —Kke " —ksin ka | 0 (1.301)
=0 = kcoska—ksin ka (1.302)
=K = —kcotka (1.303)

e geht Vyj — oo, ergibt sich fiir die erlaubten Energien x — oo und damit die
bekannte Randbedingung des unendlich hohen Potentialtopfes
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1.4.3 Potentialstufe
e Potential gegeben durch

0 ,z<0
V({,C):{ Vo 23>0 (1.304)

e wir betrachten ein Teilchen mit Energie > 0, das sich von links auf die Stufe
zubewegt

e klassische Mechanik: fiir £ < V wird das Teilchen reflektiert, frr £ > Vj fliegt
es weiter (mit reduzierter Geschwindigkeit)

e in der Quantenmechanik passiert etwas anderes:

— Wellenpaket ¢; bewegt sich von links auf die Stufe zu
— an der Stufe teilt es sich in ein reflektiertes (1)g) und ein transmittiertes
(vbr) Wellenpaket

im folgenden betrachten wir feste Energie bzw. festen Impuls, d.h. wir arbeiten
mit ebenen Wellen statt mit Wellenpaketen (Wellenpaket kann als Superposition
von ebenen Wellen konstruiert werden)

e zeitabhéngige Schriodingergleichung in der X - Basis

I @) + V@) = Bu) (1.30)
wir definieren
k2 = 22;E, = w (1.306)
—¢" +k* = 0in Region I (1.307)
V" +¢*) = 0in Region I (1.308)
k ist immer reell, aber ¢ wird fiir £ < V[, imaginér
e allgemeine Losung (noch nicht normiert) in Region I:
P(x) = 'k 4 Reke (1.309)
damit verbunden ist die Stromdichte (siehe Abschnitt 1.3.7):
i = gt ] = X 1 |Rp) (1.310)

e Interpretation

— ¢ ist die einfallende Welle mit Stromdichte hk/m
— Re™ %7 ist die reflektierte Welle mit Strmdichte |R|?hk/m
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e allgemeine Losung in Region II: fir £ > Vj
Y(z) = Te'r” (1.311)

mit Stromdichte

h
j=rP=
m

(1.312)

das ist nur die transmittierte Welle (eine einfallende Welle von rechts wére durch
e "9" beschrieben, aber in unserem Beispiel kommt das Teilchen von links)

e ¢ und ¢’ miissen bei x = 0 stetig sein:
1+R = T (1.313)
ik(1—R) = iqT (1.314)

— dass 9 stetig sein muss, folgt aus der Schridingergleichung, denn wenn
unstetig wire, wiirde 1’ unendlich sein und die Gleichung wire nicht erfiillt

— 1)/ ist stetig, weil
€ endlich

——
(€)= ¥(—€) = / do(z) = / de 2 V@)~ Elo(e)  (1315)

e die beiden Gleichungen fiir R und T haben die Losung
— 2
k—q T k

= 5 = 1.316
k+q k+q ( )
e Kontinuitétsgleichung
dp dj
9P L9 g Y 1.31
ot Tor Ot =0 (1.317)
E(1—|R*) = qT? (1.318)

Losung fiir R und T erfiillt diese Bedingung
e Unterschied zur klassischen Mechanik

— selbst fiir £ > Vy (d.h. Q ist reell) wird ein gewisser Prozentsatz |R|? der
Teilchen reflektiert (fiir E > V; geht |R|? aber gegen Null)

— fiir £ <V} ist ¢ imagindr — in Region II ist
Y(x) = Teldle (1.319)

mit Stromdichte j = 0. In diesem Fall ist |R|> = 1, d.h. wir haben totale

Reflektion, aber
2k

" k+ilq]

d.h. ein Teil der Welle kann in klassisch verbotene Region eindringen —
Tunneleffekt bei Potentialschwelle

40, (1.320)
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1.4.4 Potentialschwelle und Tunnelphinomene
1.4.4.1 Potentialschwelle

e Potential gegeben durch

0 L |zl>a
V() { N (1.321)
HA
| | X R———I —T
-a +a

wir nehmen wieder an, dass sich ein Teilchen mit 0 < E < Vj von links auf die
Schwelle zu bewegt, d.h. klassisch wiirde das Teilchen von der Schwelle reflektiert
werden

e Figenwertgleichung

2m(V0 - E)

lz| <a " — k%) =0 mitk>= 3 (1.322)
2mFE
|z >a ¥ +k2%=0 mitk?= 7;;2 (1.323)
e allgemeine Losung
|z] <a: 9(x)= Ae"* 4+ Be "™ (1.324)
r<—a: Px)= e*" 4 Re ik (1.325)
r>a: p(x)= Te*® (1.326)

e wir fordern, dass ¢ und v’ bei x = +a stetig sind. Nach etwas Rechnung folgt

. 2kk
T = e 2k 1.327
¢ 2kk cosh(2ka) — i(k? — k?) sinh(2ka) ( )

(2kk)?

>0
(k2 — K2)sinh®(2ka) 4 (2kk)?

= |T? (1.328)

|T|? > 0, d.h. ein Teil der Wellenfunktion wird durchgelassen, obwohl die Energie
des Teilchens kleiner ist als die Hohe der Potentialschwelle: Tunneleffekt

o fiir ka > 1 (hohe bzw. breite Schwelle) ist

4kk \?
2 o —4ka
|T|” ~ <k‘2 n /@2> e (1.329)
— Transmissionskoeffizient bzw Tunnenwahrscheinlichkeit exponentiell abhéngig
von
2ma?

nimmt also mit Hohe und Breite der Schwelle sehr schnell ab
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e fiir komplizierte Potentiale kann man die Losung nur noch néherungsweise er-
halten, und zwar mit Hilfe der Wentzel - Kramers - Brillouin - Methode
(WKB)

e einfache Ndherung: wir betrachten eine beliebige Schwelle als Aneinanderreihung
von schmaleren, rechteckigen Schwellen mit Breie Az. Fiir eine Schwelle der
Breite Az gilt

(2ka)(2ka)
(ka)? + (ka)?

fiir mehrere Schwellen ist |T|? niherungsweise multiplikativ, also

In|T)? ~ —(2x)(2a) + 21n ~ —(2k)(2a) = —2rAx (1.331)

(TP ~ > W|TP~-2) rAx (1.332)
2m
~ _2/ do | 23 V(z) ~ ]
E<V(x)
2m
= |T*> ~ exp (—2/ dx ﬁ[V(x) —E]) (1.333)
E<V(x)

das ist eine gute Niherung, wenn sich V(x) nicht zu schnell &ndert

1.4.4.2 « - Zerfall
e cin « - Teilchen ist ein *He - Kern, d.h. je 2 Protonen und Neutronen

e Atomkerne konnen sich spontan durch Ausstrahlung eines « - Teilchens in an-
dere Atomkerne umwandeln, z.B.

Reaktion Halbwertszeit 7,5  Energie E,
212pg — o + 208pY, 3+1077s 8.953 MeV
210pg — o 4 206Pp 1.2%107 s  5.408 MeV

Unterschied von O (10'*) in den Halbwertszeiten!
e 712 ist mit E, korreliert:
1 VA4
In— =c¢i1(Z) —co
T1/2 1(2) VEq

zunichst experimentell gefunden, spiater mit dem Tunneleffekt erklirt — grofer
Erfolg der Quantenmechanik

- Geiger - Nuttall - Gesetz (1.334)

o stark vereinfachtes Modell:
— "Elternkern” bestehend aus ”Tochterkern” (Kernladungszahl Z) und « -
Teilchen (Kernladungszahl 2)
— diese wechselwirken iiber ein sphérisches Potential V' (r)

— wenn « - Teilchen aulerhalb des Elternkernes ist (r > R): Coulombpotential
zwischen « - Teilchen und Tochterkern

_ 27¢?
Ty

V(r) >0 (1.335)
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— innerhalb des Elternkernes (r < R): attraktives Kernpotential —V}

e « - Teilchen ist fiir eine lange Zeit im Kern ”quasi - gebunden”, kann aber (fiir
E > 0) durch die Potentialschwelle tunneln

e Halbwertszeit des Elternkerns wird bestimmt durch die Tunnelwahrscheinlichkeit

b
22 27¢?
TR =eC, ¢=2Y" /dm/ < _E (1.336)
h r
R

mit b = 2Z¢?/E. Integral kann exakt gelost werden:

b
11 R R R?
/dr STy Vb (arccos \/;— \/H) (1.337)
R

fiir b > R(d.h. E <« Hohe der Coulombschwelle)

ImZe?bnm . 27¢?

2
G =~ 27r§e 1/%” :const% (1.339)

e Tunneleffekt ist statistisch:

G

Q

— fiir ein einzelnes Teilchen ist die Wahrscheinlichkeit, beim Auftreffen auf die
Schwelle zu tunnel, e~ ¢
— um mit Wahrscheinlichkeit &~ 1 zu tunneln, muss es n ~ ¢ mal auf die
Schwelle treffen

— Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden Auftreffen auf die Schwelle ist
t = 2R/v mit der Geschwindigkeit v des « - Teilchens
— Lebensdauer des Elternkerns ist

2
ot~ G (1.340)
v
und damit
1 2R Z
In— =-Innp~r-Ih—-G=c(Z) - co—= (1.341)

T1/2 v \/E

(Radius R und Geschwindigkeit v des Elternkernes kénnen von Z abhéngen)

1.4.4.3 Feldemission und Rastertunnelmikroskopie

e Abschnitt 1.1.2.2: um Elektronen aus einem Metall herauszulésen, muss eine
Arbeit W aufgewedet werden

e dies kann z.B. geschenen durch Strahlung (Aiw > W) oder durch Wirme
o dritte Moglichkeit: Feldemission (Tunneleffkt)

e Elektronen sind Fermionen (maximal zwei Elektronen pro Energieniveau)
— Energiezustédnde im Metall sind gefiillt bis zur Fermi - Kante ep
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e durch Anlegen eines dufleren elektrischen Feldes E wird das Potential auierhalb
des Metalls geéindert von W zu W — eEx
— Potentialschwelle mit Breite a = W/(FEe)
— Elektronen konnen durch diese tunneln mit

r o Pm 4~ [mW W
|T|?> = exp —2/dx ﬁ[W —eEz] | =exp <_3\/§\/;€Ej> (1.342)
0

e Formel ist qualitativ richtig, aber zusétzliche Effekte, z.B. Storstelle an der Me-
talloberfliche
— Anderung des lokalen elektrischen Feldes

e Tunnelwahrscheinlichkeit héingt sehr empfindlich davon ab, dies kann man aber
technologisch ausnutzen: Rastertunnelmikroskop
— zwischen Spitze und Oberfliche wird eine Spannung angelegt

— ein Tunnelstrom flieit, wenn Abstand zwischen Spitze und Oberfliche we-
nige Atomdurchmesser betréigt

— iiber einen Regelkreis wird Tunnelstrom konstant gehalten
— Bewegung der Spitze erzeugt das Hohenprofil der Oberfléche

1.4.5 Periodische Potentiale
e Metalle haben im Allgemeinen eine kristalline d.h. rdumlich periodische Struktur

e die Leitungselektronen bewegen sich in einem periodischen Potential mit Gitter-
konstante a:
V(z)=V(z+a) (1.343)

— der Hamiltonoperator ist invariant unter Translationen z — = + a
— die Wellenfunktionen bei z und z + a diirfen sich hoéchstens um eine Phase
unterscheiden:

(x4 a) = e®Y(z + a) (1.344)

e Kronig - Penney - Modell: Vereinfachung: Reihe von § - Funktionen

V(z) = I~ A Z d(x — na) (1.345)

e fiir x # na haben wir die freie Schrodingergleichung
— Losungen sind Linearkombinationen von sin kz und cos kz

() = Apsin k(z — na) + By, cos k(z — na) (1.346)
((n—1)a <z < na)
Ypy1(x) = Apyisin k(z — (n+ 1)a) (1.347)

+Bpy1cos k(z — (n+1)a)
(na <z < (n+1)a)

e 1) muss stetig sein bei z = na:

B, = —A, 1sin ka + B, 11 cos ka (1.348)
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e 1)/ ist bei z = na unstetig, mit Sprung
na-+e
' (na+e)—v¢'(na—e) = / dz " (x) (1.349)

na—e

= /d:c QH—ZL(V(JE) - By = 27/}(”‘1)

Q| >

B, = kA,t1cos ka+ kBj,41sin ka (1.350)
—kA,, cos ka

e mit g = \/(ka) folgt nach kurzer Rechnung
( Anta ) _ < cos ka gcos ka + sin ka ) ( A, ) (1.351)
B sin ka gsin ka + cos ka B,
o Gleichung (1.344) ist erfiillt, wenn
Api1 = e A, und Byt = B, (1.352)

e durch Einsetzen in Gleichung (1.351) erhélt man nach kurzer Rechnung;:

1 Asin k
cos ¢ = cos ka + —gsin ka = cos ka—i—fsm a4
2 2 ka

(1.353)

e wegen | cos ¢|? < 1 folgen aus dieser Gleichung bestimmte Grenzen fiir die mogli-
chen Werte von k bzw. die Energie E = h%k?/(2m) der Leitungselektronen im
Metall
— es gibt erlaubte Energiebéinder und verbotene Regionen fiir k& (”Bandstruk-
tur”)

e dieses Modell (plus Pauli - Prinzip) erkléirt einige Eigenschaften von Metallen,
Isolatoren und Halbleitern:

— Isolatoren haben vollstindig gefiillte Béander
— Elektronen koénnen nicht beschleunigt werden, da keine Impulszustédnde
verfiighar sind

— Metalle haben teilweise gefiillte Béinder
— Impulszusténde sind verfiigbar
— wenn dufleres Feld angelegt wird, konnen Elektronen beschleunigt werden
und Strom fliefit

— Halbleiter haben sehr kleine verbotene Regionen
— Erhohung der Temperatur kann Elektronen in erlaubtes Band heben
— aus Isolatorw ird Leiter

1.4.6 Teilchen im elektromagnetischen Feld
Ergebnis fiir ein Teilchen mit Ladung ¢ (ohne magnetisches Moment)
=L [13 95z, 0] + g0z, 1 (1.354)
- 2m c x’ q ‘/I:7 *

mit dem Skalarpotential ® und dem Vektorpotential A
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1.4.7 Zwei Theoreme
1. Gebundene Zustidnde in einer Dimension sind nie entartet

2. Die Eigenfunktionen von H kénnen in der Ortsraumbasis reell gewihlt werden

1.4.8 Harmonischer Oszillator
e Potential ist

1
V(z) = §mw2x2 (1.355)

e dies ist oft auch eine gute Néherung fiir ein allgemeines Potential in der Néahe
eines Minimums bei z = xy, dann dort ist

V(z) = V(xo) + %V”(axo)(x C 2 4. (1.356)

1.4.8.1 Potenzreihenlésung in der X - Basis

e Figenwertgleichung in der X - Gleichung

hQ " 1 2.2
oV T gmw ey (z) = Ep(z) (1.357)
Variablentransformation:
2F
€=+ Y=2 % (1.358)

(e und y sind dimensionslos)
— " (y) + (e—y*)P(y) =0 (1.359)

e wir untersuchen zuerst das asymptotische Verhalten von ¢ fiir y — too: g =
limyy| o0 . Fiir y — Fo00 ist y? > ¢, damit gilt:

0 —y2heb = 0 (1.360)
2095 — y* 200ty = 0 (1.361)
d 1\2 2 d 2
< 22 - 1.362
dy (wo) Yy dy¢0 0 (1.362)
i 12 2,12 _ 2
dy [ 0o~ Y 1/’0] = —2yiq (1-363)

nun nehmen wir an, dass die rechte Seite klein ist

d

o W] = o (1.364)

— (W) —y*g = 0 (1.365)
-y = e+ yPYd (1.366)

1o und () miissen fiir y — +oo verschwinden — ¢ =0
=Yy = Fyio (1.367)

—o(y) = exp (—;y2> (1.368)
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Check der Naherung fiir y — Foo:

d 2,12

> ’2ye*y2’ — rechte Seite (1.370)

d
- ’ <y2€_y2>’ = |2y = 20%)e |~ 2ly?e " (1.369)

wir fithren nun eine neue Funktion h(y) ein, so dass

Y(y) = h(y)to(y) = hiy)e ¥ /2 (1.371)
die Diffeentialgleichung fiir h(y) ist (nach kurzer Rechnung)
B — 2yl + (e — 1)h =0 (1.372)

Potenzreihenansatz fiir h: -
h(y) = amy™ (1.373)
m=0

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert eine Rekursionsbeziehung fiir die
Koeffizienten a,,:
o0
[m(m — Dany™ 2 — 2many™ + (e — Dany™] =0 (1.374)
m=0
(m4+1)(m+2)amiz = 2m — e+ Dap, (1.375)

— gerade und ungerade Potenzreihen startend mit ag bzw. a;
Analyse 2delr Koeffizienten fiir grose m zeigt, dass fiir y — oo die Potenzreihe
gegen €Y konvergiert
— nicht normierbar
— Potenzreihe muss abbrechen

2m —e+1 |
m ——————a,, = 0 fii > 1.376
[T (m+1)(m+2)a ir m>n ( )
—e = 2n+1 (1.377)

d.h. eine der beiden Potenzreihen (gerade oder ungerade) bricht ab. Die andere
muss durch die Wahl von ag = 0 oder a; = 0 zu Null gemacht werden

es sind wieder nur diskrete (quantisierte) Energien moglich: mit E' = he/2 folgt
1

E:hw(n+2>, n=0,1,2, ... (1.378)

die niedrigste Energie ist iw/2 und nicht Null. Dies folgt auch aus der Unschérfe-

relation

die Polynome h,,(y) sind bis auf Normierung die Hermite - Polynome H,(y)

d’ﬂ
’ o eV (1.379)

Hu(y) = (=1)"”
damit gilt fiir die Eigenfunktionen

1

— —y?/2 —
Yn(y) = cnHp(y)e ¥ /=, ¢ = NI

(1.380)

diese sind entweder gerade oder ungerade
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1.4.8.2 Operatormethode

e wir fithren zwei Operatoren a und af ein

a = h \/7P (1.381)

a = 5 T x —i\ 3o P (1.382)
Kommutator
[a, af] = —12712[)( Pl =1 (1.383)
fiir ata gilt
afa = Zx24 P2 i (X, Pl = —H—~  (1.384)
2h 2mwh 2h hw 2
—H = hwH (1.385)
N 1
H = da+ 3 (1.386)
die Eigenwerte von H sind positiv, denn
. . 1 1
(F) = (A1) = Wlala + fraci2ly) = alay) + 5> 5 (1387)
auBerdem gilt
{a, ﬁ] = [a,a'a) = aa'a —a'a® = [a, a')a = a (1.388)
{aT, fl] = [daf, a'd] = (a")?a — alaa’ = a'[al, a] = —a®  (1.389)
Eigenwertgleichung fiir H: .
Hle) = ele) (1.390)

die Operatoren a und af erzeugen aus den Eigenzustinden |¢) neue Eigen-
zusténde mit niedrigerer oder hoherer Energie

Hale) = (aH — [a, H])|e) = (aH — a)|e) = (e — 1)ale) (1.391)
d.h. ale) ist ein Eigenzustand von H mit Eigenwert ¢ — 1
Halle) = (aTH — [af, H])|e) = (aTH + a")|e) = (e + Dal|e) (1.392)

d.h. afle) ist ein Eigenzustand von H mit BEigenwert ¢ + 1. af und a heifien
Aufsteige- und Absteigeoperator, oder Erzeugungs- und Vernichtungsope-
rator, denn sie erzeugen bzw. vernichten Energiequanten der Grofle hw

da die Eigenwerte von H positiv sind, kann das Absteigen € — ¢ —1 — ... nicht
beliebig weit gehen, d.h. es muss einen niedrigsten Zustand |eg) geben, fiir den

aleg) =0 (1.393)

49



gilt, also
t A1
a'aleg) = (H— 3 leg) =0 (1.394)
1 1
— Hle) = 5\@), d.h. eg = 3 (1.395)
e von |ep) kann man beliebig weit aufsteigen zu Zusténden e, ) mit Eigenwerten
1 1
€, =1+ 5 bzw. E,, = [ n+ 3 hw, n00, 1,2, ... (1.396)

— wir haben die Energieniveaus gefunden, ohne eine Differentialgleichung losen
zu miissen!

e Anderung der Notation:

len) — |n), also H|n) = (n + ;) n) (1.397)

— der Operator a'a zihlt die Anzahl der Energiequanten im Zustand |n)

a'aln) = n|n) (1.398)

e wir wissen bereits, dass a|n) = c,|n — 1). Was ist ¢,?

aln) = cpn—1) (1.399)
(nla’" = (n—1c (1.400)
(nlataln) = (n—1jn—Dlea|> = |ea]? (1.401)
(n|n|n) = n{n|n) =n = |c,|? (1.402)
— ¢ = /ne'?, ¢ beliebig (1.403)

der Einfachheit halber sei im folgenden ¢ = 0, also

aln) = /nln—1) (1.404)
—afaln) = nn) =a'Vnn —1) (1.405)
—afln—1) = /nln) baw. (1.406)
afln) = Vn+1in41) (1.407)

und damit
AT R AP 1.408
|n>_ﬁ|n_>_ﬁﬁ|n_>_m_\/ﬁ|> (1.408)

e die Matrixelemente von a und a' in der |n) - Basis sind

(laln) = Vnn'|n—1) = V/ndp n-1 (1.409)
(n'la’n) = Va+ 1@ |n+1)=vVn+ 10, ni1 (1.410)

e die Matrixelemente von X und P folgen aus

A , mwh
X = N, P=i - 1.411
2mw(aﬂLa )s i/ 5 (a" —a) ( )
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e um die Eigenfunktionen zu finden, gehen wir zur X - Basis iiber: ¢, (z) = (n|z)

mw 1
= X+ —P 1.412
“ V' 2h +Z 2mwh ( )

mw h d
= = — 1.41
- on " + 2mw dx ( 3)
mit = x me
Vo= h
1
—a = 7 (y + (EJ) und (1.414)
1
al = NG (y — iy) (1.415)
aus a|0) = 0 folgt
d —y?/2 1
yt gy )o@ = = vely) = Aoe™ 5 Ao = 7 (1.416)
fiir hohere n gilt:
_ ol o Ao d\"

man kann zeigen, dass dies mit der Losung in Abschnitt 1.4.8.1 iibereinstimmt

1.4.9 Symmetrien
1.4.9.1 Allgemeine Betrachtungen

e Symmetrie = Invarianz eines Systems bziiglich einer Transformation U. Was
bedeutet dies genau?

) — [¢) = Ulp) (1.418)

W= @ = U (1.419)

wir nehmen an, dass U ein unitdrer Operator ist, so dass die Norm erhalten ist
Wl = WIUTU) = (¢lv) (1.420)

Symmetrie (Invarianz unter U) bedeutet, dass sich die Matrixelemente des Ha-
miltonoperators nicht &ndern

(W HW') = WUTHU L) = (W H ) (1.421)
dies muss fiir alle ¢ gelten

—~UHU=U'HU=H —[H,U]=0 (1.422)
e oft reicht es, eine infinitesimale Transformation zu betrachten

U = exp (—ZG) :1—%G+... (1.423)
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eine endliche Transformation kann dann aus vielen infinitesimalen Transforma-
tionen zusammen gesetzt werden, denn mit a = Ne gilt:

Ula) = [U()N = (1 - &G)N — oxp (_";G> (1.424)

im letzten Schritt verwendeten wir: N — oo

— @ heifit Generator der Transformation

— @ ist hermitesch
— entspricht einer quantenmechanischen Observablen. Deswegen arbeitet
man in der Praxis meist mit dem Generator

es gilt:
wenn [H, U] = 0 (1.425)
=[H G = 0 (1.426)
— wir nehmen an, dass U nicht explizit von der Zeit abhingt. Aus dem Eh-
renfest - Theorem folgt dann sofort, dass (U) konstant ist:
Loy = 2w my=0= @y =o (1.427)
dt T N B '
dies ldsst sich analog fiir (G) wiederholen

e man kann aber eine noch viel stérkere Aussage machen:

— FKigenwert fiir G
Glon) = Anltn) (1.428)

(die A, und |¢,) héngen nicht von der Zeit ab)

— ein beliebiger Zustand kann in den |¢,) entwickelt werden:

() =D an(t)én), anlt) = (dalth(t)) (1.429)

— eine Symmetrie fithrt immer zu Erhaltungsgrofien:
[H, G] =0 < |a,(t)|* = const (1.430)

— insbesondere: wenn der Zustand |¢)(t = 0)) ein Eigenzustand |¢,,) von G
ist, gilt
|am (0)]* = 6 = |an(t)]?, (1.431)
d.h. das System bleibt im Zustand |@y,)
— die Eigenwerte A\, von G heiflen gute Quantentzahlen
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1.4.9.2 Translationsinvarianz

e Translationen (U = T') sind definiert in der X - Basis durch

T(e)|z) = |z + € (1.432)
daraus folgt:
v = 1) =T() [ delaals) (1.433)
= /dx |z + €)(x|y) = /dx’ |2V (2" —€|lyp), 2’ =z +¢€
— (z[pe) = (2|T()|P) = (x —€ly) =P(z —¢) (1.434)
e mit ) )
T(e) = exp (—:G) ~ T — %G+... (1.435)
folgt bis zur zweiten Ordnung e
@IT@) = (o) — (i) + .. (1.436)
= a0 =) - g
; —(a|Pla’)
= (@l6l) = —ing = [ @ Tinde— o)) = (ol Plv) (1437)

— G = P, d.h. Translationen werden erzeugt durch den Impulsoperator
e Translationsinvarianz ( = Homogenitét des Raumes) bedeutet

[H, P]=0—(P)=0 (1.438)
e die a,, aus Abschnitt 1.4.9.1 sind

an(t) = (plY(t)) = ¢(p, 1) (1.439)
d.h. die Impulsverteilung |1 (p, t)|? ist eine Erhaltungsgrofe

1.4.9.3 Zeitliche Invarianz

e wir kennen bereits den Zeitentwicklungsoperator

U(t) = exp (Z;”) (1.440)

d.h. zeitliche Translationen (e = t) werden erzeugt durch den Hamiltonoperator
e wenn H nicht explizit von der Zeit abhéngt ( = homogenitit der Zeit), gilt:

d 1
Z(H) = —
dt< ) ih

d.h. Energieerhaltung

([H, H]) =0 — (H) = const (1.441)

e die |a,(t)|? sind die Wahrscheinlichkeiten, die Energiewerte E,, zu messen. Diese
sind konstant
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1.4.9.4 Rotationsinvarianz

e Finzelheiten in Abschnitt 1.5
e Rotationen werden erzeugt durch den Drehimpulsoperator

e Rotationsinvarinaz ( = Isotropie des Raumes) ergibt Drehimpulserhaltung

1.4.9.5 Paritit
e Paritit ist eine diskrete Operation

e klassisch: Reflexion am Ursprung

z— —zund p — —p (1.442)

e in der Quantenmechanik definieren wir den Parititsoperator II durch

Oz) = | — ) (1.443)
daraus folgt
(2l1J)) = (—z) und Tilp) = | - p) (1.444)
e wegen
MPz) =] —2) = |z) ist T =T (1.445)

daraus folgt

— II ist hermitesch und unitér

— die Eigenwerte von II sind +1

— wenn |¢) ein Eigenzustand von II ist, sind die Eigenfunktionen in der X -
bzw. P - Basis gerade oder ungerade (fiir eine beliebige Basis gilt dies nicht)

e wenn [H, II] = 0, ist die Paritét bzw. Partétsverteilung der Zusténde erhalten

e alle bekannten Wechselwirkung erhalten Energie, Impuls und Drehimpuls, aber
die schwache Wechselwirkung verletzt Paritdtserhaltung.
D.h. wenn ein bekanntes physikalisches Phénomen existiert, dann existiert auch
dessen verschobene oder rotierte Version, aber nicht notwendigerweise dessen
reflektierte Version, falls die schwache Wechselwirkung beteiligt ist.
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1.5 Zentralkraftproblem und Drehimpuls

1.5.1 Rotationen in zwei Dimensionen

e cine Rotation R ist gegeben durch eine Winkel ¢ und eine Rotationsachse a:
R =R(¢, a) (1.446)

Konvention: ¢ > 0: Rotation entgegen dem Uhrzeigersinn

wir betrachten eine Rotation in der z — y - Ebene (d.h. um die 2 - Achse) um
einen Winkel ¢g, also R(¢q, 2)

x! cos¢g —sin ¢ T
( y ) B ( singg  cos g y (1.447)
e in zwei Dimensionen haben wir in der Quantenmechanik zwei Operatoren im

Ortsraum: X, Y
— ein Zustand im Ortsraum ist gegeben durch |z, y)

e in Analogie mit der klassischen Mechanik definieren wir den mit der Rotation R
verbundenen quantenmechanischen Operator U[R] durch

U[R]|x, y) = |z cos ¢p — ysin ¢, x sin ¢y + y cos ¢o) (1.448)

e wie sieht der Operator U[R] aus?
— wir schreiben U als U = exp(—i¢oL,/h) mit L., dem Generator von infinite-
simalen Transformationen um die z - Achse (siehe Abschnitt 1.4.9.1)

e um L, zu bestimmen, betrachten wir eine infinitesimale Transformation

UR(es)] = I — %Lz +o. (1.449)
bis zur Ordnung € gilt:
URllz, y) = |z—ye ze+y) (1.450)
— U'[R]lz,y) = U '[R|x,y) =U[-R]z,y) (1.451)
= |z +ye —zety)
(z, ylUR] = (z—ye, —we+y| (1.452)
(oo yll = SLaw) = (e +ye, —wety) (1.453)
0 0
(z, ylv) — %(w, ylL:|v) = ¥z, y)+ %Ey + a—z(—xe) +... (1.454)

— (2, y|L:|¢)

o (cn2) o (42)] ot s

dhnlich wie in Abschnitt 1.4.9.2 folgt daraus fiir L, in der X — Y - Basis
0 0
L,=x|—th— ) —y|—-h=— 1.456
x( ' 33/) y( 335) (1456)
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bzw. ohne Bezug auf eine Basis
L,=XP,-YP, (1.457)
— wir kénnen L, identifzieren mit der z - Komponente des Drehimpulsoperators

L=XxP (1.458)

e in Polarkoordinaten (z = rcos ¢, y = rsin ¢)

o  0xd dyo 9 d
~L, = *ma% (1.460)

1.5.2 Eigenwertproblem fiir L,

e Eigenwertgleichung

L.l.) = L) (1.461)
—Zha¢w( ,®) = 1.(r, $) - Polarkkordinaten (1.462)
= (r,¢) = R(r)exp <—th¢> (1.463)

R(r) ist eine beliebige (normierbare) Funktion von r

e um die moglichen Werte von [, einzuschridnken, benutzen wir die Forderung, dass
L, hermitesch sein muss (siehe Abschnitt 1.2.7)

(r|Lale) = (] Laln)® (1.464)

27 0o 27

Zrdr O/d(bi/}i‘ ( 8(;5) o O/Tdr /d¢¢2 (— 3¢) 1
oo 2
O/rdr O/d¢w2( 55 ) v

i / rdr [1(r, $)a(r, ¢)2"
0

00 2m
+0/rdr O/dgbz/Jl (—zha(b) 1o (1.465)

dies ist erfiillt, wenn fiir jedes v gilt:

P(r, 2r) =¢(r,0) — 1=exp <;27r) (1.466)
— 1, =mh mit m=0,+1, £2, ... (1.467)

daraus folgt auch, dass die Wellenfunktion eindeutig ist, wenn ¢ — ¢ + 27
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e die orthonormalen Eigenfunktionen von L, sind

etme (1.468)

1.5.3 Rotationen in drei Dimensionen

e Vektoroperatoren V sind definiert durch ihr Verhalten unter passiven Transfor-
mationen (siehe Abschnitt 1.2.4)

/
v/ = UNRIVUIR = 3 95y, = 3 Ry, (1.469)
i j

fiir einen Vektoroperator gilt

— seine Komponenten sind Operatoren im Hilbertraum

— er transformiert sich wie ein Vektor

e in Analogie zu Abschnitt 1.5.1 werden Rotationen um die x-, y- und z - Achse
generiert durch

L, = YP,-ZP, (1.470)

L, = ZP,—XP, (1.471)

L. = XP,—YP, (1.472)

dh.L = XxP (1.473)

baw. Li = Y €;X; P mit €193 =1 (1.474)
.k

€;5x wechselt das Vorzeichen, wenn zwei Indizes vertauscht werden

e cine endliche Rotation um eine beliebige Achse 6 und einen beliebigen Winkel 0
ist gegeben durch

U [R( ﬂ)} = exp <;§E) (1.475)

e die Komponenten von L erfiillen folgende kommutationen

L., L,] = kL, (1.476)
Ly, L.] = ihL, (1.477)
(L., L, = ihL, (1.478)
baw. [Li, L;] = ihZeUkLk (1.479)
k
e der Operator .
L?=LL=L.+L,+L? (1.480)

kommutiert mit allen drei Komponenten von L:

(L%, L;] =0, i=1,2,3 (1.481)
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1.5.4 Eigenwertproblem fiir L? und L,

e da die L; nicht miteinander kommutieren, kénnen wir keine gemeinsame Basis
von Eigenzusténden der L; finden

e wegen Gleichung (1.481) kénnen wir aber eine gemeinsame Basis von L? und
einem der L; finden, z.B. L? und L,

e wir bezeichnen die gemeinsamen Eigenzustinde von L? und L, mit |a3), d.h.

L*aB) = alap) (1.482)
L.|aB) = plap) (1.483)

e wir definieren Aufsteige - und Absteigeoperatoren

Ly =L,+iL, (1.484)

fiir diese gilt:
[L.,Ly] = =+hLy (1.485)
[L?,Ly] = 0 (1.486)

e wenn L auf |af) angewandt wird, entsteht wieder ein gemeinsamer Eigenzu-
stand von L? und L., mit demselben Eigenwert von L? und einem Eigenwert
von L,, der um A hoher bzw. kleiner ist

L*(L:laf)) = L:L?|af) = aLi|af) (1.487)
L.(LileB)) = (LaL:+ L, Ly])|aB) = (B Rh)Lilaf) (1.488)
— LifaB) = Cila, B)la, BEh) (1.489)

mit einem Proportionalitéitsfaktor Co

® aus
(aB|L? — L.|ap) = (aB|L2 + Li|aB) > 0 (1.490)
folgt
a—B%>0bzw. % <a (1.491)

e da 3% eine obere Grenze hat, muss es einen Zustand |af,4.) geben, dessen
Eigenwert von L, nicht erh6ht werden kann

Li|aBmaz) =0 (1.492)
nun benutzen wir

L_Ly = (Ly—iLy)(Ly+iLy) (1.493)

= L2+ L2+i[L,, L)) =L* - L2 —hL,

- L7L+|()éﬂmax> = (L2 - Li - hLz)|a/6ma:c>
=0
= oa- 3(1[11: - hﬂmam |a5mam> ; 0

—a = Bma(Bmaz + ) (1.494)
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analog gibt es einen Zustand |a8,:,) mit
L_|aBmin) =0 (1.495)
und nach dhnlicher Rechnung folgt
& = Bmin(Bmin — h) (1.496)

diese beiden Gleichungen ergeben — (00 = Bmin

e wir gelangen von |afmin) 72U |@Bmaz) in k Schritten von h (L4 wird k - mal
angewandt)

5max - /Bmzn = 267710,30 =kh (1497)
— Bnaz = hg mit k=0, 1,2, ... (1.498)
k [k
= o (-+1 1.4
o 5 (2 + ) (1.499)

e Nebenbemerkung

— fiir gerade k (k = 2m) sind die Eigenwerte von L, gleich mh wie zuvor

— fiir ungerade k (k = 2m + 1) sind die Eigenwerte von L, gleich

m+1

5—h (1.500)

— letzteres hitten wir nicht gefunden, wenn wir mit den expliziten Ausdriicken
fiir die L; gearbeitet hitten
— Hinweis auf einen neuen quantenmechanischen Operator (Spin)

— im Allgemeinen L
J=L+S5 (1.501)

(Gesamtdrehimpuls = Bahndrehimpuls + Spin)

— S und J miissen jeweils dieselben Kommutationsrelationen haben wie L

— im folgenden nur k = 2m (Bahndrehimpuls); Spin wird spéter behandelt

e Anderung der Notation: |aB3) — |Im), Bmaez = Al

L*im) = RAI+1)|[Im), 1=0,1,2,... (1.502)
L.,llm)y = hm|lm), m=—-1, -1+1,...,01—-1,1 (1.503)

die Quantenzahl [ heifit Drehimpuls des Zustandes |im)
e Figenfunktionen im Ortsraum

— Problem wird am einfachsten in Kugelkoordinaten gelost

T =rsinfcos¢, y=rsinfsing, z = rcosb (1.504)
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fiir die Operatoren folgt daraus nach kurzer Rechnung

L, = —ih—;¢ (sieche Abschnit 1.5.2) (1.505)
; 0 0
— +ig ;
Ly = he <i80 + zcot08¢> (1.506)

L?=L_L,+ L?+ hL, und L, enthalten keine Ableitungen nach r
— Eigenfunktionen von L? hingen nur von 6 und ¢ ab

die orthonormalen Eigenfunktionen von L, hingen nur von ¢ ab

®,.(¢) = \/%eim (1.507)

wir bezeichnen die gemeinsamen Eigenfunktionen von L? und L, mit Yy, 0, ¢)

da die Eigenfunktionen von L, nur von ¢ abhéngen, muss Y}, die Form

haben
fiir den hochsten Zustand (mit m = 1) gilt

LYy = 0 (1.509)
. 0 0 , , 0
ip [ Y . - il _ i+ [ Y
he (39+ZCOt93¢> O he (5‘0 lcot9) ©,(0)
= 0 (1.510)

Differentialgleichung fiir ©y;:

(889 —lcot 9> ©1(0)=0 (1.511)

die Losung dieser Differentialgleichung ist
©4(0) = const. sin' # (1.512)

die anderen Zustéinde (noch nicht normiert) folgen durch Anwendung von
L_:
Yim = const. (L_)"""sin! 0e®®, m = —1, ..., 1 (1.513)

die Y}, heiflen Kugelflichenfunktionen. Nach kurzer Rechnung folgt in-
klusive Normierung

2041 (1 — ! .
Vi (6. 6) = \| 2 G P cos )™ (1.514)

mit den zugeordneten Legendre - Polynomen

m dl+m

P (z) = (;}l)!m V1-a? [(2? - 1)'] (1.515)




— es gilt

}/17 -m = (71)m}/l>:n

— Orthonormalitétsbedingung

Jdo

——~

27 iy
mwmwz/w/&mwn%wwMM&WZM%w
0 0

— jede Funktion von 6, ¢ kann in den Y}, entwickelt werden

[e9) l

g(0, (b) = Z Z CimYim (0, (b)

=0 m=—1

mit Koeffizienten

Cim = (Yimlg) = / QY (0, 9)9(0, )

— explizite Ausdriicke fiir die Y7,,:
Yoo =
Yio =
Yi41 =
Yoo =

Yo 11 =

Yy 40 =

cos

#\wE\H

sin fet®

_H
e

ot

2 —
167(3COS 0 1)

= sin 6 cos feT?

/15 ,
327 Sin2 96i12¢

_H
ﬁ’
&

1.5.5 Rotationsinvariante Probleme

e Schrodingergleichung im Ortsraum in

h2

=Py .

mit der Masse p des Teilchens (m ist der Eigenwert von L, /h)

drei Dimensionen

V(Z)(Z) = EY(T)

e oft hingt das Potential nur von r = |Z| ab

V(Z) =V(r)

in diesem Fall sind Kugelkoordinaten

am einfachsten
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e Laplace - Operator in Kugelkoordinaten

- 1 0 0 0 0 1 92
2 _ _
Ve = Tand [ " <r sin @ ) 2% (sm9 9> + Sin 0 2} (1.528)

e aus Abschnitt 1.5.4: L, = —ihd/(0¢). Fiir L? gilt (siehe Abschnitt 1.5.4):

L? = LI+ L)+L2=L_Ly+hL.+L? (1.529)
mit Ly = he® (iﬁa +icot 96(1) (1.530)
folgt nach kurzer Rechnung
1 0 0 1 02
L? = —p? — (sinf= | + —— = 1.531
Linz 0 09 (Sm 69) T sinZd agzﬂl (1.531)
e daraus folgt fiir V?
= 10 0 1
o () - L? 1.532
v r2 Or <7‘ 87“) h2r2 (1.532)
e Rotationssymmetrie heifit, dass
[H,L] = 0 (1.533)
auBerdem [H, L?] = (1.534)
und [L?, L] = 0 (1.535)

— wir konnen ein System gemeinsamer Eigenfunktionen g, der drei Opera-
toren H, L? und L, finden:

HYgim = EvYginm (1.536)
L*%pm = R+ 1)Y5m (1.537)
szElnL = hmelm (1538)
e Separationsansatz:
VEim(r, 0, ¢) = Rmm (7)Y (6, @) (1.539)
1 1 5
Hypim = Lgae < ) ReimYim — WL RElezm]
(T)REle'lm
h? 13} I(1+1)
- { 2,U, |:’l”2 or (T’ a{r> RElm - ,,,2RElm:|
+V(T)RElm} }/lm

; ERElm}/lm (1540)
daraus folgt die Radialgleichung fiir Rg;,, (héngt nicht von der Quantenzahl m

ab)

RP1d [ ,d (l+1)
— — | - =F 1.541
{ 2M [Td’r <7“ d’l“) 2 +V(T)}RE1(T) REl(’f’) ( 5 )
— die Eigenwerte von H sind (2 + 1) - fach entartet, denn es gibt 21 4+ 1 linear
unabhiingige Eigenfunktionen (Rg;Y),, fiir m = —1,... 1) zum selben Eigenwert
E
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e nun fiithren wir eine Hilfsfunktion ein:
Ugi(r) = rRe(r) (1.542)

damit wird aus der Radialgleichung
=D

h? d? I(l+1)h
IS
212

Ugi = DUg; = EUg, (1.543)

diese Gleichung #dhnelt der eindimensionalen Schrodingergleichung mit drei Un-
terschieden:
1. r geht von 0 bis co

2. zusiitzlich zum Potential V' gibt es eine repulsive Zentrifugalbarriere I(I +
1)h2/(2ur?) (auBer fiir [ = 0)

3. die Randbedingungen sind anders

— Dy soll hermitesch sein

(U1|Di|U2) = (U] Di|UL)* (1.544)
/r2drR"1‘DlR2 -
0
/dr UrDUs = /dr Us DyU; (1.545)
0 0
L d? ! dz
— dTU1 ﬁUQ = dT'UQﬁUl (1546)
UsU's)g /dr UUy = LU /dr U'yU'; (1.547)
— [UTUs = U] = 0 (1.548)
alternativ:
— H ist hermitesch:
(1]H|p2) = (2| Hep1)" (1.549)

/dQ/drr2¢;‘H¢2 = /dﬂo/drr%Qszq (1.550)

0

dies muss fiir beliebige 1 und 15 gelten, insbesondere fiir solche, die
denselben Eigenwert [ haben
— die Terme mit V(r) und 1/r? sind auf beiden Seiten gleich. Es ver-

bleiben Ableitungen nach r:
1d d
2 2 *
/dTT RQ |:2d'r< d’[">:|R

frarm [ (5)] =

U
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1d/,d\U 1d (U U
_— —_ —_ = _— _—— — ]_. 1
r2dr <T dr) r 72 drr (r 7"2) (1.551)

1d

= ﬁa(U/'f' — U)
1 "
= WU Ty =1
und damit
/ druyU", = / drUzU", (1.552)
[UyUs]° —/olrU’IU'2 = (U], —/dr U U 5(1.553)
— UV = U] = 0 (1.554)
— damit

/r2dr|R|2 = /dr\U|2 (1.555)

normierbar ist (auf 1 oder die ¢ - Funktion) muss gelten

lim U — { 0 fiir gebundene Zustinde

T—00

e’*"  fiir ungebundene Zustinde (1.556)

in beiden Fillen verschwindet die Gleichung (1.554) an der oberen
Grenze (r — oo; fir ungebundene Zustéinde Grenzwertbildung wie in
Abschnitt 1.3.3)

— untere Grenze: wir betrachten nur solche Potentiale, fiir die 72V (r) — 0
fiir r — 0. Dann gilt fiir » — 0:

(1+1)

7
Ut~ =

U (1.557)

(héngt nicht mehr von E ab) mit Losungen

o { (5 el

zuriick zu Gleichung (1.554)
UiV, U], = 0 (1.559)
wenn limU = ¢, ¢= const. (1.560)

r—

x Fall 1: [ > 0 — irregulédre Losung ausgeschlossen (nicht konstant),
regulére Losung liefert ¢ =0

* Fall 2: | < 0 — reguldre Losung liefert ¢ = 0, irregulédre Losung ist
konstant und ergibt 1 oc 1/r

o1 -
V22 = —4nd(Z) = V) x 6(T), (1.561)
”

aber damit ldsst sich die Schrédingergleichung bei x = 0 nicht
erfiillen — muss ausgeschlossen werden
in beiden Féallen iiberlebt nur die regulédre Losung — ¢ = 0 und damit

Upoc '™ — 0 fiir r — 0 (1.562)
dies ist unabhéngig von V (r)
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1.5.6 Harmonischer Oszillator in drei Dimensionen

isotropischer harmonischer Oszillator

H = 77172@2 + }sz (® +y*+2°) = fh—zﬁz - 1uwzrz (1.563)
21 2 21 2
Separationsansatz:
VEim(r,,0, ¢) = U%(T)YM(&, ?) (1.564)
Radialgleichung
[Z(ﬁ: + %uw%z + I(Z;BHT Upi = EUg (1.565)

fiir r — oo dominiert der r2 - Term und wir finden wie in Abschnitt 1.4.8.1

2
U x exp (y2> , Y= 1/%1" (1.566)

2F
Uy) = v(y)e_y2/2 und € = = (1.567)

wir schreiben nun

— Differentialgleichung fiir v(y) (wie in Abschnitt 1.4.8.1)

(l+1
'U”va'Jr{el et )]vo (1.568)
r
wegen U oc y' ! fiir y < 1 setzen wir an
v(y) =y ey (1.569)
k=0
— einsetzen in die Differentialgleichung fiir v
— Rekursionsrelation fiir die Koeffizienten cy,
Potenzreihe muss abbrechen (sieche Abschnitt 1.4.8.1)
— diskrete Energieniveaus
3
E= 2k:+l+§ hw, E=0,1,2, ... (1.570)
die Energie hiingt nun ab von der Hauptquantenzahl n = 2k + 1
3
E= n+§ hw, n=0,1,2, ... (1.571)
fiir gegebenes n sind die erlaubten Werte von L:
l=n—-2k=n,n—2,...,00der 1 (1.572)

die ersten vier Energieniveaus sind
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n=0 [=0 m=1 Entartugn =1
n=1 [=1 m=0, £1 Entartung = 3
n=2 [1=0,2 m=0,=£l, £2 Entartung = 6
n=3 [=1,3 m=0,4+1;0, +1, £2, £3 Entartung = 10

e Entartungen folgen immer aus Symmetrien

— fiir gegebenes [ sind die Zustdnde zu m = —I, ..., | entartet. Dies folgt aus

der Rotationsinvarianz [H, L] = 0

fiir gegebenes n sind die Zustédnde zu l =n, n — 2, ..., 0 oder 1 entartet
— es muss eine zusétzliche Symmetrie geben, aus der diese Entartung folgt
(wird manchmal auch ”zufillige Entartung” genannt, da die zugrunde lie-
gende 7 versteckte Symmetrie” nicht sofort offensichtlich ist)

Was ist diese zusétzliche Symmetrie? Wir definieren die Operatoren

1 L.
i = —— (X + z'P) (1.573)
V2 phw (
1 L L
—»T _ .
a = pwX — zP) (1.574)
V2 phw (
damit folgt
H:iﬁ%}uw?ﬁ:m} a‘Ta‘+§ (1.575)
2u 2 2 '

d.h. H ist das Lingenquadrat eines dreidimensionalen komplexen Vektors
— invariant unter Rotationen in C2. Das ist eine hohere Symmetrie als die
Rotation in R?

— hohere Entartung

1.5.7 Wasserstoffatom

1.5.7.1 Eigenwertproblem

o Wasserstoffatom besteht aus einem Proton (Masse m,, Position ,) und einem
Elektron (me, %)

e wie in der klassischen Mechanik kann das Zweikorperproblem auf ein Einkorper-
problem reduziert werden

MpTp + MeTe

R - Schwerpunktskoordinate (1.576)
Mp + Me
¥ = Tp—T. - Abstand (1.577)
klassische Hamiltonfunktion

1 . 1 .

S = Gmplrpl® + gmelrel* + V(7 —7) (1.578)
1 = 1 myme -

— - . R 2 - p''te 2 V

3 m m P 5 i v ()

gleichférmige Bewegung des Schwerpunktes kann ignoriert werden
— wir betrachten nur das Einkérperproblem mit reduzierter Masse

mpMe
= ———— "M, d > Me 1.579
M e me, da my, >m ( )
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e Hamiltonoperator

h? . e2
H=--V*-— 1.
2uv . (1.580)
e Separationsansatz
Ugi(r
vein(r, 0, ¢) = 20y, 0, 0) (L581)

e Radialgleichung
R?d?2 e I(l+1)

- = — Ugr, = EU 1.582
2udr? 7 2ur El H ( )
die typischen Dimensionen des Problems sind

h? o

ap = 5 ~ 0.53 A - Bohrscher Radius (1.583)
mee

e? meet N

R, = %ap = ™ 13.6eV - Rydberg (1.584)

mit y = r/a, und € = E/R, wird aus der Radialgleichung

[d2 2 1(l+1)

2?2y

+ e] U=0 (1.585)

bzw. mit € = —3% < 0 (d.h. wir betrachten nur gebundene Zustéinde)

2 2 i+,
— 4+ - - — U=0 1.586
[dy? y y? ’ (1.580)
e Verhalten fiir grofle y
U’ =p3*U — U e ™, (ePY nicht normierbar) (1.587)
Verhalten fiir kleine y:
U o y'*! (siehe Abschnitt 1.5.5) (1.588)
— wir schreiben
Uri(y) =y e Pom(y) (1.589)
und erhalten eine Differentialgleichung fiir v:
yo" +2(1+1—By)v' +2[1 - B+ 1)jv=0 (1.590)
e Potenzreihenansatz fiir v: -
om(y) = > ey (1.591)
k=0
Einsetzen in die Differentialgleichung
. o
0 = Z e [k(E =Dy 42k + 1)y 42 [-kB +1 - 81 +1)] ¢
k=0 k—k+1
E+1+1)-1
Ck+1 — QCk 6( it ) (1592)

(k+1)k+2(1+1)]
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fiir k — oo ist

Ck+1 25
— 1.593
i (1.593)
dies ist das asymptotische Verhalten der Taylorreihe von e2%¥

— Losung wére nicht normierbar

— Potenzreihe muss fiir ein bestimmtes k (k = n,.) abbrechen:

! 1
= 1.594
e nun definieren wir die Hauptquantenzahl n =n, + 1+ 1
R meet
— — 2 — (A e —

die Energie héngt nur von n ab. Fiir gegebenes n sind die erlaubten Werte von [
l=n—-m.—1=n—-1,n-2,...,0 (1.596)

und fiir gegebenes [ sind die erlaubten Werte von m

m=—l,...,1 (1.597)
— die Entartung on E,, ist
n l
o> 1= @+1)=n (1.598)
1=0 m=—1 1

d.h. der zur Hauptquantenzahl n gehorige Eigenwert ist n? - fach entartet

e [ heifit Nebenquantenzahl oder Drehimpuls
m heiflit magnetische Quantenzahl
n, heifit radiale Quantenzahl

e spektroskopische Notation:

— die Zustdnde zu [ =0, 1, 2, 3,4, 5, ... heiflen s, p, d, f, g, h, ... Zustidnde
— 1s ist der Zustand mit n=1,1=0
2s und 2p sind die Zustinde mit n =2 und [ =0 bzw. [ =1

— m wird weggelassen

Energie . ,
! ?/1 Ko iy o,
Ec=kE [ = =

C bs =—lp =—14d
E;:-,lEp 3s 3% 3d

=i &

2s 2p

Ei=-1Ry[- 1s

o Wellenfunktionen
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— Potenzreihe fiir v(y) bricht ab fiir
np=n—1-1 (1.599)

die Polynome, die aus der Rekursionsformel fiir die ¢y, folgen, heiflen zuge-
ordnete Laguere - Polynome. Fiir diese gilt:

Li(z) = e e (e "aP) (1.600)
k k da* 0
Lp(a:) = (-1 @Lp+k(m) (1.601)
die Radialwellenfunktion ist
YN (YN e (2
Ru(y) o eXp( n) (n) Lt ( " (1.602)
— die orthonormalen Wellenfunktionen sind

1 2 [(n=1=1! /[ 2r o141 2r

nlm\T 9, = ™ L iy —_

¢ 1 (7" (b) az;/g n2 (n+l)' (TLGB> n—l—1 nag

r

—— | Y}, (0 1.603
woxp (~22) Vi, 0 (1.603)

— die Radialwellenfunktion R,,; hat n + [ — 1 Nullstellen. Die radiale Wahr-
scheinlichkeitsdichte ist
P(r) =r*R%,(r) (1.604)

und wandert mit zunehmendem n nach auflen

1.0
4
L 5
n=11=0
2 OL
1120 23
n=11= _ -
_ ? 0 n=2,1=0
”—é? n=2,1=0 E i n=3,1=0
=0 n=3,1=0 r;:_:- 0
0= — il o~ (3=
1 L_zs-
0 n=2,1=1 o n=2,1=1
r Jk
o n=3, (=1 n=3,l=1
(a) N d
b) L 1 1
0 ’ ( 1
8 12 16,20 0 4 8 12 16 2,20

— man kann zeigen, dass
1
ot = [ &7 Wouin (PPr = Fan(3n® 11+ 1) (1.605)

— die ”Grofle des Wasserstoffatoms” im Zustand |nim) ist fiir grofie n

proportional zu n?ap
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1.5.7.2 Entartung

o fiir festes [ sind die Zustdnde zu m = —I, ..., [ entartet. Dies folgt wieder aus
der Rotationsinvarianz [H, L] = 0

e fiir festes n sind die Zustdnde zu [ = 0, ..., n — 1 entartet. Dies ist wieder eine
zufillige Entartung, die es nur fiir V(r) o< 1/r gibt

e Was ist die zusétzliche (”versteckte”) Symmetrie?
in der klassischen Mechanik ist fiir ein 1/7 - Potential der Runge - Lenz - Vektor

konstant:
I R
n=—-pxl——F (1.606)
I
— in der Quantenmechanik gibt es einen Vektoroperator N , der mit H kommu-
tiert:
5 12 = = = 2R
N = — [PxL—LxP} . ft (1607
2u VX2 ¥Y2F 22
- [H 1\7} ~ 0 (1.608)
1.5.7.3 Diskussion und Vergleich mit Experiment
e cinige wichtige Konstanten
mec® = 0.511MeV = 0.5 MeV (1.609)
myc® = 938MeV = 1GeV (1.610)
e 1 1
Me -~ (1.611)
my 1836 2000
MMy Me
= = 2 Me 1.612
—H me+m, 1+ % e ( )
he = 1973eV A~ 2keV A= 200 MeV fm (1.613)

e? B 1 - 1
he  137.04 137

a = - Feinstrukturkonstante (1.614)

« ist dimensionslos, hat also immer denselben Wert, egal welche Einheiten wir
wiahlen
— viele Versuche, den Wert 1/137 zu erklédren, aber bisher erfolglos

e daraus folgen die typischen Dimensionen des Problems:

4
R, = n;;; = 13.6eV - Grundzustandsenergie (1.615)
h? o
ap = 5 = 0.53 A - typ. Grofle des H-Atoms (1.616)
Ae = aap= e 0.004 A - Compton-Wellenlidnge (1.617)

e )\, ist ein Maf} dafiir, wie stark das Elektron lokalisiert ist:
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— um die Position des Elektrons mit Genauigkeit AX zu messen, z.B. durch
Compton - Streuung (siche Abschnitt 1.3.4), brauchen wir Photonen mit
Impuls AP = i/AX bzw. Energie AE =~ fic/AX

— die Energie des Photons darf aber nicht groBer sein als 2me.c?, da sonst ein
Elektron - Positron - Paar erzeugt werden konnte

he
AE = §<2m602 (1.618)
h
AX > ~ e 1.619
- - 2mec ( )

in der Berechnung des H-Atoms haben wir angenommen, dass das Elektron
punktformig ist. Dies ist streng genommen falsch, aber wegen A. < Aqp

eine gute Ndherung

e die Energieeigenwerte sind

E, =

R,  13.6eV
= (1.620)

dies folgt auch aus dem Bohr’schen Atommodell:

1. klassische Bewegungsgleichung fiir ein Elektron auf einer Kreisbahn im Cou-

lombpotential des Protons:

F

— TTL’U27‘

— F

e? mu?

g =ma=— (1.621)
e? (1.622)
1 5, e e? 1

- - =——=—C 1.62
5 . o 5 (1.623)

2. wir postulieren, dass der Drehimpuls ein ganzzahliges Vielfaches von £ sein

muss:

nh (1.624)

nhv = e? (1.625)

62

— 1.626

s (1.626)
1 mee? R,

dieses Modell mischt aber klassische und quantenmechanische Vorstellungen (z.B.
Kreisbahnen) und ist historisch iiberholt. Man beachte:

% = O(a) (1.628)

e die Energieniveaus konnen nicht direkt gemessen werden, sondern nur die Ener-
giedifferenzen zwischen den Niveaus

— wenn dem H-Atom Energie zugefiihrt wird (z.B. in Form von Strahlung),
kann das Elektron von einem Zustand |n') zu einem angeregten Zustand |n)

iibergehen (mit n > n')

71



— nach einer Weile "fillt” das Elektron vom angeregten Zustand |n) zuriick
und emittiert dabei ein Photon mit Energie

hwpp = Ep — Eypy (1.629)
— die Frequenz des Photons kann gemessen werden:
R, (1 1 R, (1 1
wW:_h<M_WQ:71Qﬂ_M> (1.630)

— fiir festes n’ erhiilt man als Funktion von n verschiedene Frequenzen:

R .
n=1 —wp = hf; (1--5) Lyman - Serie
n=2 —wu= é—; (i - #) Balmer - Serie

r_ — w11 - i
=3 —wny=F (9 n2) Paschen - Serie

e die theoretischen Werte stimmen sehr gut mit dem Experiment iiberein — grofler
Erfolg der Quantenmechanik. Es gibt aber kleine Abweichungen, die verschiedene
Ursachen haben:

1. statt g = m, sollte man p = m.m,/(me +m,) benutzen
2. Feinstrukturkorrekturen:

(a) wir haben nichtrelativistisch gerechnet
— eine vollstéindige relativistische Rechnung (Dirac - Gleichung) ergibt
Korrekturen in Potenzen von v/c ~ «, beginnend mit a?

(b) es gibt keine Spin - Bahn - Wechselwirkung, die auch Korrekturen der
GroBenordnung o? ergibt (Gesamtdrehimpuls J = L + 5)

3. Hyperfeinstruktur: Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten
von Proton und Elektron

4. es gibt Quantenfluktuationen des elektromagnetischen Feldes
e Messung der Wellenfunktionen

— wir nehmen an, dass wir fiir eine kurze Zeit € eine externe Stérung einschal-
ten, z.B. ein dufleres elektrisches Feld, d.h.

H = Hy+ H (1.631)

mit Hy: ungestortes System, Hy: Storung

— in der Zeit € dndert sich der Zustand des Systems von |nim) zu | (e)):

iHe

90 = U(OInim) = exp (- fuim)

%

(L—%H)MMUz(I—?G&+HQ)Mm)

1— 2B, ) |nim) — S Hy|nim) (1.632)
h h

die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System nach der Zeit € in einem an-

deren Zustand |n’'l'm’) befindet, ist

2

(0 I'm/ |3 (e))|* = ‘—i;<n’l'm'|H1|nlm> (1.633)
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— die Ubergangsrate zwischen den beiden Zustéinden wird kontrolliert durch
das Matrixelement (n'l'm’|Hq|nim)

— dies ist ein Integral iiber R?, in dem die Wellenfunktionen vorkommen

— die in der Quantenmechanik vorhergesagten Wellenfunktionen kénnen durch
Vergleich mit den experimentell beobachteten Ubergangsraten getestet wer-
den

1.5.7.4 Schalenmodell der Atome

e cin Atom besteht aus einem Kern mit Kernladungszahl Z und Z Elektronen

e wenn die Wechselwirkung zwischen den Elektronen vernachlissigt wird, ist der
Hamiltonoperator

Z 2 2
H:Z(— v B ) (1.634)
=1

2me T

e die Schrodingergleichung H1 = E1) kann durch einen Produktansatz gelost wer-
den

(&, . Bz) =[] Ztniam, (@) = E=Y_ Eny, (1.635)
i=1 i

e fiir das Schalenmodell der Atome brauchen wir zuséitzlich noch

1. den Spin, d.h. ein Elektron kommt in zwei Zustéinden vor (Spin ober oder
Spin unten)
— Entartung verdoppelt

2. das Pauli - Prinzip, d.h. jeder Quantenzustand kann nur einmal besetzt sein
e die Elektronen besetzen nun nacheinander die Zustédnde niedrigster Energie

— Z = 2: zwei n = 1 Zustéinde mit { = 0 und Spin oben/unten = Konfugura-
tion (1s)?
— n = 1 Schale geF2ullt fiir Helium

— Z =10: alle n = 1 und n = 2 Zustinde besetzt = Konfiguration
(1s)%(25)*(2p)°
— n =1 und n = 2 Schale gefiillt fiir Neon

e die chemischen Eigenschaften der Atome werden wesentlich durch die Konfigu-
ration der Elektronen in der dufleren Schale bestimmt

e fiir eine quantitative Beschreibung der Atome muss das Modell verbessert wer-
den:

— Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen den Elektronen
— Entartung der [ - Zusténde wird aufgehoben

— Kopplung der Drehimpulse
— Entartung der Spinzustéinde wird aufgehoben

— Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten von Proton und
Elektron
— Entartung der m - Zusténde wird aufgehoben
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1.6 Drehimpuls und Spin

1.6.1 Was ist Spin?

e Spin ist ein quantenmechanischer Freiheitsgrad, den es in der klassischen Mecha-
nik nicht gibt
— die Wellenfunktion eines Teilchens enthélt eine zusétzliche (diskrete) Spinva-
riable o, d.h.

Y0y, 8z, y, 2) (1.636)

e Spin kann man am besten verstehen als eine Art Drehimpuls:

wir nehmen an, wir priparieren ein Elektron in einem Zustand |¢)) mit
Impuls Null, d.h. . .
Ply)=0— L) =0 (1.637)

— eine Messung von L, sollte Null ergeben

wenn man ein Experiment durchfithrt, das den Drehimpuls in z - Richtung
mift, findet man aber ein Ergebnis von +7/2
— das Elektron muss einen intrinsischen Drehimpuls haben, der nicht von
seiner Bewegung auf einer Bahn stammt
dies ist dhnlich wie beim (klassischen) Kreisel (”"spinning top”), daher der
Name Spin
das klassische Modell des Kreisels ist aber aus vielen Griinden nicht an-
wendbar
* wenn man das gemessene magnetische Moment eines Elektrons aus der
Rotation der Ladungsverteilung des Elektrons herleiten wollte, miifite
sich das Elektron mit Uberlichtgeschwindigkeit drehen
x ein punktformiges Teilchen kénnte nie einen Spin haben
* im klassischen Grenzwert (A — 0) wiirde der Spin verschwinden

— wir betrachten Spin als eine intrinsische quantenmechanische Eigen-
schaft des Teilchens

Gesamtdrehimpuls J setzt sich zusammen aus Bahndrehimpuls Lund §

J=L+8 (1.638)

Eigenwertgleichung fiir S? und S,
S*ly) = h%s(s+ 1)) (1.639)
Sule) = hsib), s.=-s, ..., (1.640)

die Spinquantenzahl s eines Teilchens ist unverdnderlich, aber die Spinausrich-
tung s, kann sich dndern

in der Natur kommen Elementarteilchen mit folgenden Spins vor:

Spin 1/2 z.B. Elektron, Neutrinos, Quarks
Spin 1 z.B. Photon, Gluonen
hypothetisch:

Spin 0 Higgs - Boson

Spin 2 Graviton in Quantengravitation
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e zusammengesetzte Teilchen kénnen diese oder andere Spins haben, z.B.

Spin 0 Pion
Spin 1/2  Proton, Neutron
Spin 3/2 A - Baryon

e im folgenden betrachten wir nur Teilchen mit Spin 1/2, d.h. s = 1/2 und s, =
+1/2. Als Beispiel fiir ein Spin 1/2 - Teilchen wihlen wir das Elektron

1.6.2 Kinematik des Spins

e wir haben bereits im Abschnitt 1.5.4 gesehen, dass der Drehimpulsoperator halb-
zahlige FEigenwerte haben kann = .
— Ergebnisse von Abschnitt 1.5.4 sind auch auf J und S anwendbar

e die Komponenten von S miissen dieselben Kommutationsrelationen haben wie
die Komponenten von L bzw. J:

[Si, S;] = iﬁzéijksk (1.641)
k
e wegen s, = —s, ..., s gibt es fiir s = 1/2 zwei orthogonale Zusténde
11 1 1
=53 = == 1.642
s5:) = |3 ) wd |55 ) (1612)

diese beiden Zustidnde spannen einen zweidimensionalen Raum auf

e Notation fiir die Einheitsvektoren

11 1
‘2’ 2> _ < : > — 1) (1.643)
1 1 0
‘27 2> _ ( X > 10 (1.644)
e Matrixform des Operators S, in dieser Darstellung
S:A1) = I } (M1s:I1 = & (11S:/1) = 0
SI) = DL dsn = 0 Qlsly = -4t
(i1 0
-~ S, = 3 ( 0 —1 > (1.646)

e um die Matrixform von S; und S, zu finden, betrachten wir die Operatoren
St = Sg £ 1S, von Abschnitt 1.5.4:

Si| 1) =0 Silly=clT) (

= (1|54 1) =0 (1184 1) =¢ (1.648
(L1S+[ 1) =0 (LIS 1) =0 (
(

0 ¢
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(T15-=0 (LIS—=(T]e" (1.651)

= (TI5-11)=0 (T15-11) =0 (1.652)
(LIS-I1)=¢ (L1S-11) =0 (1.653)
(1.654)

0 0
=5 = (c* 0)

um ¢ zu berechnen. betrachten wir das Matrixelement

(LIS=S+ 1) = e[ 1) =]ef (1.655)
S_S4 = (S —iSy)(Se +iSy) =52+ S; +i[Sa, Sy]  (1.656)
= S24+57-hS.=8"—52-hS.
und damit
le* = (1 [5% 82— hS.| ) (1.657)

2
()2 () (D)0 de D)

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wihlen wir ¢ reell und positiv — ¢ =h

S+h<8 é) S_h<(1) 8) (1.658)
S, = %(s_ +5) = g < v ) (1.659)
S, = %(5; -S5)= Z( _OZ. Bi ) (1.660)
e auflerdem folgt
52=S§+Sj+53=h2% (;4—1)[ (1.661)

dies zeigt, dass die gréfe des Spins (s = 1/2) fiir das Elektron immer gleich ist,
denn

S = hﬁz/; (1.662)

fiir alle Zustédnde si des Elektrons
— s = 1/2 ist intrinsische Eigenschaft des Elektrons (wie Masse oder Ladung)

e cin Elektron ist beschrieben durch eine Wellenfunktion mit zwei Komponenten

(D) e (0) o (V) e

e eine solche Wellenfunktion heifit Spinor. Bisher hatten wir betrachtet:

— Skalar: eine Komponente

— Vektor im R?: drei reelle Komponenten

im Gegensatz dazu hat ein Spinor zwei komplexe Komponenten
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der Spinoperator S wirkt nicht auf dieOrtskoordinaten, sondern nur auf die zwei
Spinkomponenten der Wellenfunktion

— S kommutiert mit X , Y, Z und auch mit P,, Py, P,

— wir kénnen eine Basis von gemeinsamen Eigenzuftanden finden: |xyzs.)

ein Zustand im Hilbertraum ist in dieser Basis

X—Sz;Basis ¢+(Jﬁ, Y, Z)
und die Normierungsbedingung ist
= (o) =X [ % (bleyzs)(ayzs. o) (1.665)
U= [ (et v P + (v, 2)P) (1.666)

die Grofen |1+ |? sind Wahrscheinlichkeitsdichten, das Elektron bei & = (x, y, 2)
mit Spinprojektion s, = +h/2 zu finden

der Hilbertraum ist nun doppelt so grof}:

Vs sei der Hilbertraum fiir die Spin - Freiheitsgrade (dim = 2). V, sei der Hil-
bertraum fiir die restlichen Freiheitsgrade (dim = oo im Allgemeinen)

— der Hilbertraum V, des Elektrons ist das direkte Produkt der beiden Riume

V.=V. XV (1.667)

anschauliche Bedeutung:
direktes Produkt von zwei Rdumen V; und V5 heifit, dass an jedem Punkt von
V1 eine Kopie des Raumes Vs, existiert (und umgekehrt)

fiir die Spin-1/2-Algebra benutzt man die Pauli - Matrizen &:

0 1 0 —i 1 0
Uz—(l 0)’Uy_<i O)’UZ_(O 1) (1.668)

— der Spinoperator kann geschrieben werden als

. h
§=3¢ (1.669)

(die drei Komponenten der Vektoren S und & sind jeweils 2 x 2 - Matrizen)
Eigenschaften der Pauli - Matrizen:

1. fiir die Produkte gilt
00 =0 (1.670)

mit ¢, j, k = zyklische Permutation von z, y, 2. Und damit sind die Kom-
mutatoren
[0i, 0] = 2ioy, (1.671)

mit ¢, j, k = zyklische Permutation von z, y, z
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. die Spuren verschwinden
tro; =0, i =2, 9, 2 (1.672)
. die Quadrate sind gleich der Einheitsmatrix

ol =1 (1.673)

(6n)? =1 (1.674)
. sie antikommutieren miteinander
{O’i, Gj}:Uin+O'jO'1; :0, Z;é] (1675)

und damit
{Ui7 O'j} = 251‘]'[ (1676)

. die Einheitsmatrix I kann als vierte Pauli - Matrix oy betrachtet werden,
dann folgt aus 4

tr(ocaog) = 2043, a, 3=0, z,y, 2 (1.677)

— jede 2 x 2 - Matix M kann als Linearkombination der vier Paulimatrizen
geschrieben werden:

1
M = Z MaOq, Mo = §tr(Moa) (1.678)
a=0,z,y,z

wenn M hermitesch ist, sind die Koeffizienten m,, reell, ansonsten sind sie
komplex

. fiir Vektoroperatoren A und E, die mit & kommutieren gilt:
(45)(B&) = (AB)I +i(A x B)¢ (1.679)

. fir Rotationen im Spinorraum gilt

UR() = exp (;55*) = exp (;9%> (1.680)
= exp (—igé&)
. o .6
U[R(9)] = COS§I —ising 0c (1.681)

1.6.3 Dynamik des Spins

o klassische Elektrodynamik: Wechselwirkung zwischen einem magnetischen Di-
polmoment i und einem Magnetfeld B ist beschrieben durch

Hww = —jiB (1.682)

78



fiir ein Teilchen mit Ladung ¢, das sich auf einer Kreisbahn bewegt, ist

S q
=—17rL 1.683
=g ( )
das Verhéltnis | _"2
I
=1 1.684
1= (1.684)

heifit gyromagnetisches Verhiltnis

e Magnetfeld und Bahndrehimpuls (kein Spin) in der Quantenmechanik: Hamil-
tonoperator fiir ein Teilchen im Magnetfeld B=V x A:

1 g \2 P2 q o5 oo q2A2
H:—(P—fA) :———(*A—AP) 1.685
2m c 2m  2me P + 2mc? ( )

nun betrachten wir den folgenden Fall:
— Coulomb - Eichung (VA = 0)
— B sei so klein, dass der A? - Term in H vernachléssigt werden kann

- B zeige in z - Richtung und sei konstant:

. B 7Y .
A=— T — B =Bz (1.686)
2
0
damit folgt
(PA)g) — —inV(Ay) = —in[(VA)+A(Vy)|  (1687)
= —ih(AV)y — (AP)y
und somit
q g5 q
H = ——2AP=—-——B(—yP, P, 1.688
ww Y e (—yPs +aPy) ( )
- 17
2me”
q - =
H = ——1LB 1.
ww 2mec (1.689)
genau wie im klassischen Fall
e wegen der Quantisierung des Drehimpulses ist
_ 4, _ 4n _
e = 2mcLz =g N 0, £1, +2, ... (1.690)
die Grofle alh
q
=12 1.691
B 9me ( )

heifit Bohr - Magneton des Teilchens
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e analog sollte auch mit dem Spin des Teilchens ein magnetisches Moment verbun-
den sein:

i=~S (1.692)

mit einer Konstanten «. Beim Bahndrehimpuls war v = ¢/(2mc), fiir den Spin
fithren wir einen zusétzlichen Faktor g ein und schreiben

o q9 3
_ 1.
K ngcS (1.693)
_ 5 35 _ q9 a3 qgh .=
S Hyw = —iB= 8B — gL §E— g 55 (160)
2me 4dme

der Faktor g folgt nicht aus unserer bisherigen Theorie. Fiir Elektron gilt:

— klassisch wire g =1
— relativistische Quantenmechanik (Diracgleichung) liefert g = 2
— QED liefert Korrekturen zu g = 2 in Potenzen von «:

[0
:2[1 RAI 1.695
g ot ( )

Vorhersage der QED bis O(a*): g = 2 % 1.001159652201(27)
— experimenteller Wert: g = 2 % 1.001159652188(4)

e Dynamik des Spins im Magnetfeld

wi) = UOWO) = e F ) (1.696)
H = —jiB=-+SB (1.697)
o0) = e (30881t (o) (1.699)

Ende von Abschnitt 1.6.2: Rotation im Spinorraum ist gegeben durch
U = exp (—;9"*) (1.699)

— § priizessiert um B mit der Kreisfrequenz ~|B]|

e dieser Effekt kann ausgenutzt werden, um den g - Faktor des Elektrons zu messen:
”parametrische Resonanzmethode”

e wenn man sowohl Spin als auch Bahndrehimpuls berticksichtigt, erhélt man die
Schrodingergleichung fiir ein Teilchen mit Spin 1/2 im elektromagnetischen Feld.
Diese heifit Pauli - Gleichung:

.0

o lv) = Hyly) (1.700)

mit H, — — (ﬁ—gl)2+qq>— LY (1.701)
P 2m c Iame '

Diskussion:

— Hj, ist eine 2 x 2 - Matrix
— die Pauligleichung ist eine Gleichung fiir eine Wellenfunktion mit zwei
Komponenten
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die Pauligleichung ist nichtrelativistisch. Die korrekte relativistische Glei-
chung heifit Dirac - Gleichung, diese ist eine Gleichung fiir eine Wellen-
funktion mit vier Komponenten

e experimenteller Nachweis des Spins: Stern - Gerlach - Experiment (vereinfacht
dargestellt)

ein Teilchenstrahl wird durch ein inhomogenes Magnetfeld geschickt und an
einem Detektor gemessen

B sei in z - Richtung, und 0B, /(8z) < 0
klassische Kraft:

—

F = —V§=V(iB) (1.702)
(GV)B + (BV)ji+ji x (V x B) + B x (V x [i)
= (AV)B ,dai=const,VxB=0
- 8Bz ~
F = pu, 5, - (1.703)

da im klassischen Fall p, beliebig sein kann, wiirde man am Detektor ei-
ne kontinuierliche Spur erwarten (Fall A). Tatséchlich findet man diskrete
Punkte

— magnetisches Moment und damit Drehimpuls ist quantisiert (z.B. fiir
Spin 1/2: 2s + 1 = 2, also zwei Punkte)

wenn man das Teilchen in einem Zustan mit [ = 0 prépariert, kann man
die Existenz des Spins zeigen z.B. mit H-Atomen im Grundzustand mit
Elektronenspin nach oben:

i = 0y Bran() g ) (1.704)

mit dem Wellenpaket 9, das die Bewegung des Schwerpunktes R beschreibt
(Protonspin kann vernachléssigt werden, da p), & peme/mp < pe)
Elektronenspin nach oben — p, nach unten — Kraft nach oben

me=¢w4m%m®(é> (1.705)

d.h. das Wellenpaket hat nun auch eine Geschwindigkeitskomponente in +z
- Richtung. Analog fiir Spinor nach unten

b = (B (] ) (1.706)

= Pour = Py 2 (R)tpr100(F) ( ) (1.707)
bzw. allgemein

Vin = T/Jy(ﬁ)l/floo(f) (1.708)

7N

= Yout = ¢y,+z(ﬁ)¢1oo(m

OQV

) (1.709)

+by,— (R) 100 (7

O
N———
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d.h. durch den Stern - Gerlach - Magneten werden die beiden Spinpolarisa-
tionen getrennt

— wenn man einen der beiden Anteile herausfiltert, erhélt man einen spinpo-
larisierten Strahl

1.6.4 Kopplung bzw. Addition von Drehimpulsen

1.6.4.1 einfaches Beispiel

wir betrachten ein System aus zwei Spin 1/2 Teilchen (Bahndrehimpuls ignoriert)

der Hilbertraum V = V; Q) vo des Systems hat Dimension 2 x 2 = 4 und wird
von vier Vektoren aufgespannt:

|51, myq) ® |s2, n2) = [s1m182m2) (1.710)
mit s; = 1/2 und m; = £1/2 fiir i = 1, 2 ("Produktbasis”). Fiir diese gilt

SZ-2|51m132m2> = h2si(si + 1)|81m132m2> (1711)

siz|51m152m2> = hmi\51m152m2> (1712)

Notation fiir die vier Basisvektoren:
L1110, 1A, 11D (1.713)

Fragestellung: Was sind die moglichen Werte fiir den Gesamtspin des Systems
und dessen z - Komponente?

der Operator fiir den Gesamtspin ist
S = gl + §2 (1.714)
mit z - Komponente
S, = Slz + SQZ (1.715)

in der Produktbasis sind dies 4 x 4 - Matrizen
S SIQRI+1Q) S (1.716)
§z = Slz ®I—|—I®SQZ (1717)

da S, mit S7, S2, S1. und S, kommutiert, ist die Produktbasis eine Eigenbasis
von S,, d.h. S, ist diagonal

10 0 0 1 0 0 0 100 0
o1 o o 0 -1 0 0 000 0
=5100 -1 0 |t2lo 0o 1 0 |=" 000 o
00 0 -1 0 0 0 -1 00 0 —1
(1.718)

d.h. die erlaubten Eigenwerte von S, sind Am mit m =1, 0, 0, —1
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o fiir 52 gilt o o
S% = (& + S2)(S1 + Sz) = S + 52 + 25,5, (1.719)
S? kommutiert mit S7 und S3, aber nicht mit S;_ und Ss_. Die explizite Form
von S2% in der Produktbasis ist

S% = h? (1.720)

O = = O
O~ = O
DO OO

O O O N

— die Zustéinde | 71) und | |]) sind Eigenzustéinde von S? (mit s = 1). Die
Zustéinde | T]) und | |T) sind keine Eigenzustinde von S?

< - > (1.721)

diagonalisieren (= Basistransformation)
— die Linearkombinationen

e wir miissen nun die Untermatrix

L
V2

sind Eigenzustinde vn S% mit s =1 bzw. s = 0
— S? und S, sind diagonal in der ” Gesamtspinbasis”, bestehend aus den Zustéinden

(ITH£11m) (1.722)

|11 1 m=1
(1) +1) s=1 m=0 Spin - Triplet  (1.723)
11D s=1 m=-1

% (ITH=111) s=0 m=0 } Spin - Singlet  (1.724)
e die Triplet - Zusténde sind symmetrisch unter Teilchenaustausch (1 < 2), der
Singlet - Zustand ist antisymmetrisch unter Teilchenaustausch

e das Problem der Drehimpulskopplung ist im Wesentlichen das Finden einer Ba-
sistransformation:
Produktbasis (S? und ;. diagonal) — Gesamtspinbasis (52, S2, S, diagonal)
symbolisch: 1/2@1/2 =10

e welche der beiden Basen wir benutzen, héngt vom physikalischen Problem ab,
z.B.

— zwei Spins, die mit einem externen Magnetfeld B = B?% wechselwirken:
H=—(7181 +725)B = —7151. B — 125, B (1.725)

— Produktbasis

— zwei Spins, die miteinander wechselwirken:
H=0a8,8 = g (S% — 52 — 52) (1.726)

— Gesamtspinbasis
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1.6.4.2 Allgemeines Problem
e wir wollen zwei beliebige Drehimpulse Ji und Js koppeln:
J=J+Js (1.727)

— diese kénnen ganz- oder halbzahlig sein
— fl und jg kommutieren miteinander

— ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei j; > ja
Fragestellung: Was sind die Eigenwerte und Eigenzustinde von J? und J,?

e wir miissen eine Transformation von der Produktbasis
|jima) ® [jamz) = |jimajama) (1.728)

zur Gesamtbasis
|71729m) (1.729)
finden.

e cine solche Transformation ist durch eine unitére Matrix U gegeben. Symbolisch:

(Gesamtspinbasis); = Z Ui; (Produktzustand); (1.730)
—~~
() (%)
konkret:
lj1j2jm) = Z Z lj1majama) (j1mmajamaljijajm) (1.731)
e (%) =C(j1j2j;mimam)

die Matrixelemente von U, d.h. die C(j1j25; mimom) heilen Clebsch - Gor-
don - Koeffizienten. Diese konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit reell
gewihlt werden (d.h. U ist orthogonale Matrix)

e wir miissen nun folgende Fragen beantworten:

— welche Werte von j und m sind erlaubt?
— was sind die Multiplizitdten der Werte von j und m?
— wie werden die Clebsch - Gordon - koeffizienten berechnet?
e im Abschnitt 1.6.4.1 hatten wir gesehen, dass Spin-1/2 und Spin-1/2 zu Spin-0

koppeln kénnen
— Vermutung: Spin-j; und Sping-js kénnen koppeln zu

J=git+jeshitie—1 . i —J2+ 11— J2 (1.732)
wir nehmen an, dass jeder dieser j - Werte genau einmal vorkommt, mit (25 + 1)
moglichen Werten fiir m (m = —j, ..., j). Fiir die Dimension der Rdume folgt

daraus
dim(Produktraum) = (2j; +1)(2j2+1) (1.733)

Jiti2
dim(Gesamtspinraum) = Y (2j +1) = (21 + 1)(2j2 + 1) (1.734)
J=Jj1—J2
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d.h. wir haben
312 = (1 + j2) Plir +d2 — 1 EP .- PG — j2) (1.735)
und die moglichen Zusténde im Gesamtspinraum sind
lj1jejm), j1—Jj2<j<ji+jeund —j<m<j (1.736)
(genauere Begriindung folgt aus der weiteren Rechnung)

e Wirkung von J, in beiden Basen:

JAjimajame) = (Ji, + J2,)|jimijama) (1.737)
= h(m1 + ma)|jimijamz)

Je|jrjegm) = hmljijaim) (1.738)

= hmljijpjm) =YY hlma +ma)|jimajams)C(jijaj; mamam)

m1 Mo
— Fall 1: m = 0:
0= Z Z h(ma + m2)|jimajams) C(j1j25; mamam) (1.739)
mi1 Mo

da die Zusténde |j;mqjame) linear unabhingig sind, muss m; + ms = 0
oder C(j1j27; mimam) = 0 sein, d.h. auf der rechten Seite von Gleichung
(1.731) kommen nur Terme mit m; + mg = 0 vor

— Fall 2: m # 0:

L My + M, . . L
J1j2gm) = ZZ %|ﬂ1m1jzm2>c(h]2];m1m2m) (1.740)

mi mo

aus Gleichung (1.731) folgt m1+ms Lm wegen der linearen Unabhéngigkeit
der Zusténde |j3m;jama)

— auf der rechten Seite von (1.731) kommen nur Terme mit m; +ms =m
vor

— Doppelsumme iiber m; und ms reduziert sich auf einfache Summe

e Algorithmus zur Bestimmung der Clebsch - Gordon - Koeffizienten:

1. Maximalwert von m und j:

m?nawo(ml)maz + (mQ)nLuw = jl + j2 = jmaw (1741)
Einschub aus Abschnitt 1.5.4

Jiljm) = Cilj, m£1) (1.742)
m|Je = (F,m=E1CL (1.743)
= (jmlJzd £|jm) = |Cxl (1.744)
Jedy = (Jo Fidy)(Js £iJy) (1.745)

J2+ T i Jy

——

=ihJ,
= J2-JrFhJ.

— 0> = K [j(G+1)—m>Fm] (1.746)
—Cy = h/j(G+1)—m(m+1) (1.747)
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fir jimaz und Mypqq gibt es in (1.731) nur einen moglichen Beitrag:
|j1» j27 jl +j2, jl +j2> = ‘j1j1j2j2> (1.748)

der Clebsch - Gordon - Koeffizient muss eins sein, damit der Zustand nor-
miert ist (+1 ist Konvention)

2. wir wenden J_ auf den hochsten Zustand (1.748) an:

J_|j1, Jo. 1+ d2, J1+J2) = (Gi_ + J2_)|j1d1d2d2)
V201 + 321, Jos J1+des i+ e — 1) = /251lj1, 1 — L, j2, Jo)

+v/2j2ld1, J1, J2, J2 — 1)

daraus kann man zwei Clebsch - Gordon - koeffizienten ablesen

J1

C(j1s g2, 1 +jos i — 1, jo, i +ja— 1) = ———  (1.749)
nt2

Cljrs Jor o+ o5 1o jo— L it ja— 1) = 4[—2—  (1.750)
1+ 2

durch wiederholte Anwendung von J_ erniedrigt man m bzw m; und mo
und findet somit die weiteren Clebsch - Gordon - Koeffizienten fiir j,,q. =
J1+ g2

3. wir betrachten nun den Gesamtspinzustand mit dem né#chstkleineren j -
Wert (d.h. j = j1 4+ j2 — 1) und dem Maximalwert von m fiir sieses j:

71, g2, j1+j2 — 1, j1 4+ ja — 1) (1.751)

— wegen my + mo = m kann sich dieser Zustand nur aus den Zustédnden
|71, J1 — 1, ja, j2) und |j1, j1, j2, jo — 1) zusammen setzen

— auflerdem muss der Zustand orthogonal sein zu |j1, j2, j1 + Jj2, j1 +
jo — 1), der aus denselben beiden Zustéinden zusammen gesetzt ist. Da
die zwei Zustéinde |j1, j1 — 1, j2, j2) und |j1, j1, jo, jo — 1) einen zwei
dimensionalen Raum aufspannen, bleibt nur eine Moglichkeit:

1o do 1+ G2 =L i+ ia—1) = [ =E—|j1, i1 — 1, ja, o)
J1+ 2
[
+ " 3 ]17]17]2a]2*1
J1 +]2| >

dies liefert die ersten beiden Clebsch - Gordon - Koeffizienten fiir j =
j1+ 72 — 1, die weiteren Koeffizienten fiir diesen Wert von j findet man
wieder durch Anwendung von J_ wie in Schritt 2

4. der néchste Wert von j ist j = j; + jo — 2
— der Zustand mit m = j; + jo — 2 ist Superposition von drei Produkt-
zustdnden
— die Clebsch - Gordon - Koeffizienten sind bestimmt durch

(a) Orthogonalitét zu den zwei schon bekannten Zustéinden mit dem-
selben m, aber hoheren j - Werten
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(b) Normierung auf eins
— die Zusammensetzung der Zusténde mit kleineren m - Werten erhilt
man wieder durch Anwendung von J_

5. wir folgen diesem Algorithmus, bis j = j; — jo erreicht ist
e Clebsch - Gordon - Koeffizienten sind z.B. im ”Particle Data Book” tabuliert
e Zusammenfassung:

— Clebsch - Gordon - Koeffizienten sind reell (Konvention)

— C(j1j27; mimam) # 0 nur fir j; — jo < 7 < j1 + jo (Dreiecksregel)
— C(j1j2j;mimaem) # 0 nur fiir —j <m < j, m +ma=m

— C(j1J27; 71 (j2 — 1)j ist positiv (Konvention)

C(j1jags maimam) = (1) 277 C(j1jag; (—ma)(=me)(—=m))  (1.752)
— wir miissen nur bis m = 0 bzw. m = 1/2 rechnen, der Rest folgt aus
dieser Symmetrie
1.6.4.3 Anwendung: Spin - Bahn - Kopplung und Feinstruktur
e im H-Atom bewegt sich das Elektron mit Geschwindigkeit ¥ um das Proton

e im Ruhesystem des Elektrons bewegt sich das Proton mit Geschwindigkeit —¢/
um das Elektron und erzeugt dadurch am Ort des Elektrons ein Magnetfeld

- e—UXT e e =
B = — = r X D — 1.753
c 13 mers’ © P T ers ( )
e das magnetische Moment des Elektrons wechselwirkt klassisch
g0 = —jiB = ———jiL, so: Spin-Orbit (1.754)
mer
Quantenmechanik: fiir das Elektron
fi=-—238 g~2 (1.755)
mc
und damit
2 er o
HSO == WLS (1756)

der konkrete quantenmechanische Operator hat jedoch einen zusétzlichen Faktor
1/2, dieser folgt daraus, dass sich das Elektron klassisch nicht auf einer ” geraden”
Linie bewegt ("Thomas - Prezession”) und ergibt sich aus der relativistischen
Theorie (Dirac - Gleichung)

€2 -
H, = LS (1.757)

2m2c?r3
der Hamiltonoperator fiir das H-Atom ist also

p2 2 2
H=Hy+Hy=~ -S4 % __[3 (1.758)

2m r 2m2c2r3

87



e ohne den LS - Term haben wir |lm;sms) oder |Isjm;) als Eigenzusténde

e nun gilt

- -\ 2 -
J? = L+S) — L2+ 8%+2L§ (1.759)

N = /N

—L§ = _(1*-1*-8?% (1.760)

deswegen sind die |lsjm;) Eigenzusténde zu LS

LS|lsjm;) = %fﬂ [(G+ 1) 4101+ 1) = s(s + 1)] |Isjm;) (1.761)

e wegen s = 1/2 sind die moglichen Werte von j

1 1
j:{éi—% fﬁrl>07j:§fﬁrl:O (1.762)
2
und damit
. l
j(]+1)—l(l+1)—s(s+1):{ -1 (1.763)
aufler [ = 0, dort .
LS|l=0,s,5,mj) =0 (1.764)

dies fiihrt zu einer AUfspaltung der bisher entarteten Spinzustdnden

ABy = (Isjmy|Hallsjm;) Zy;;(lsjmﬂ:?)ﬂsjmj){ L)
- ia4m02<?%>nl{ l—z—1 (1#0) (1.766)

<‘7‘%’>nl _ O/drr2Ril(r)C% = T ; sy (1.767)
AE,, %n?)l (lo—f?)cil—kl) { l_l_ | (il £0) (1.768)

e zusitzlich zur Spin - Bahn - Kopplung gibt es einen anderen O(a*) - Effekt rein
relativistischer Natur, denn die kinetische Energie ist

T = v/p?c® + m2c* — me =om  Smidd (1.769)
dies liefert einen weiteren Korrekturterm
Hy = —%;4 (1.770)
AEr = fm<nlm|P4|nlm> (1.771)
P = 4m? (5:)2 = 4m? (Ho + e:>2 (1.772)

) ) 62 64
= 4m?® (H3 +2—Ho+ —
r T
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d.h. wir miissen die Erwartungswerte (1/r),; und (1/r%),; berechnen. Aus dem
Virialsatz folgt

62
- <> =2F? (1.773)
nl

r

man kann zeigen, dass

<e4> _ An(Ep)? (1.774)

r2

AEr = —=a*(mc?)

1 3
= 1.
n3 (l + %) 4n4] (1.775)

e die Sume von AF,, und AFE7 ergibt die Feinstruktur

at(me®) [ 1 3
AEps=——"—*"|— — — 1.776
rs 2n3 { its 4n} ( )
dies gilt fiir j =1+ 1/2 und auch fiir I =0
e modifizierte spektroskopische Notation: 25t1L ;
(dies ist auch niitzlich fiir Atome mit mehreren Elektronen, bei denen sich die

Spins zu einem Gesamtspin S addieren)
Hier ist allerdings 2S5 +1 =2
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1.7 Néiherungsmethoden

1.7.1 Zeitunabhingige Storungstheorie
1.7.1.1 Stoérungstheorie ohne Entartung

e Annahme: wir kennen die Losung der Schrédingergleichung fiir ein Problem mit
Hamiltonoperator Hy
Hol¢n) = En|én) (1.777)

Die E? sollen nicht entartet sein
e oft kommt zu Hj eine Stoérung hinzu
H = Hy+ \H, (1.778)

Beispiel: Hy= H-Atom mit Coulombpotential, H; o LS. Die Schrodingerglei-
chung fiir das komplette System ist

e die |¢,,) bilden eine vollstiindige Basis: wir entwicklen die 1,,) in den bekannten

60)
) = NV [ 160) + 3 carW)le) (1.780)

k#n
fiir A\ — 0 geht v¥,,) — |$,), daher ist

N@©0)=1, cu(0)=0 (1.781)
e wir setzen an:
(N = Ak F AL+ (1.782)
E, = EY+\E!+NE2+. .. (1.783)
N(\) = 1+AN'+... (1.784)

e Einsetzen in die Schrodingergleichung (1.779) erlaubt potenzweisen Vergleich der
Koeffizienten

e Ordnung \:

Hol¢n) = Ep|én) (1.785)
e Ordnung \!:
Ho ) cnildr) + Hilgn) = Ep Y coldn) + Eylon) (1.786)
k#n k#n
wegen Holgr) = Ep|¢x) (1.787)
(bnl = Ell¢n) = Hilgr)+ Y che(EY — E)|gr) (1.788)
k#n
E, = (¢n|Hil¢n) (1.789)

sehr wichtige Formel: Energieinderung des n-ten Zustandes ist in 1. Ordnung
gleich dem Matrixelement der Storung im ungestorten n-ten Zustand
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e wenn wir fiir m 4+ n das Skalarprodukt mit (¢,,| bilden, folgt

m—k ¢kH ¢n
Shen = 7<E(l —1|E°> (1.791)
n k

e Normierungsfaktor

L= (@aln) = N2 [(nl + D o NS | |10n) + D car(N)|r)
k'#n k#n

N2 |14 ) lensNP | = N2 [T+ XD e+ | (1.792)
— N = 1 in dieser Ordnung (\') (1.793)

e die 2. Ordnung in A ist

Ho Y clplor) + Hi Y chplér) = ELD chylén) (1.794)
k#n k#n k#0
+EL Y chilok) + E2lon)
k#n

Skalarprodukt mit ¢, |:

Hi|o,) (on|H
B = Y chloalten = 3 GO O 10k
k#n k#n n k

- Z‘ 'H1|¢” (1.795)
k#n

— auch eine wichtige Formel, denn manchmnal verschwindet E! aus Symme-
triegriinden

— fiir den Grundzustand sind alle Nenner negativ, deswegen ist auch E2_
negativ

— wenn alle Matrixelemente von H; ungefihr gleich grof§ sind, haben benach-
barte Energieniveaus einen groferen EinfluB auf E2 (Nenner ist kleiner)

— wenn m und n benachbarte Energieniveaus sind (mit m < n) fithrt die
Energieverschiebung 2. Ordnung zu einer Niveauabstofung:

EY—E° >0 (1.796)

Energieniveau FE,, wird aufgrund des m-ten Niveaus nach oben verschoben,
Energieniveau F,, wird aufgrund des n-ten Niveaus nach unten verschoben

e die Summe iiber n in dem Ausdruck fiir E2 ist im Allgemeinen nicht einfach zu
berechnen, aber

— oft gibt es Auswahlregeln, die besagen, dass bestimmte Matrixelemente
gleich Null sein miissen

91



— manchmal funktioniert folgender Trick: wenn man einen Operator €2 finden

kann, fiir den

gilt, dann ist

E? =

S Onl il (01I0H0 — HoQlon) s (1798)
k#n n k

> " (dnl Hildr) (5|0 dn)

k#n

D bulHild) (S| QUdn) — (bnlHilon) (0n|n)

k

d.h. man muss nur drei Matrixelemente ausrechnen (€2 kann von n abhéingen,

muss aber nicht)

1.7.1.2 Beispiel: quadratischer Stark - Effekt

e wir berechnen den Effekt eines duBeren elektrischen Feldes E = E2 auf die Ener-
gieniveaus des H-Atoms

e der ungestorte Hamiltonoperator ist

P2 62
Hy=——— 1.799
0 2m r ( )

e fiir die Stérung gilt klassisch

1

= —e®(7)) + eB () = e[®(7) — B(7)] (1.800)
= e(fy —7)V® = efE = —[i E

1 : Elektron, 75 : Proton
E=-V®, =7 —7
iLe = —er : el. Dipolmoment

und damit in der Quantenmechanik

(shnlich wie —iB )

—

Hy=—p.E=eEz (1.801)

e Energieverschiebung des Grundzustandes in 1. Ordnung:

Bl = ($roo]eBz|troo) = ¢ / & 2100 (P2 = 0 (1.802)

weil 1100 (7) rotationssymmetrisch ist, d.h. das ungestérte Atom hat kein mitt-
leres elektrisches Dipolmoment (fi.), denn

E%oo = —<¢100\ﬁeﬁ|¢100> = —<ﬁe>1ooE =0 (1.803)
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e 2. Ordnung

nln Z 2
E%OO _ €3E2 Z |<qéé n|_‘jg})00>| (1804)
n>1,0,m 100 nlm

e in diesem Fall gibt es Auswahlregeln:

<¢nlm|Z|¢100> /d37” Rnl(T)Yzfn(@, ¢)7" COS 9310(7”)5/00(9» ¢) (1~805)

_ / R Rur) 7 [ 4055,0, 0)Yio(6. 0)
:6l16m,0
X 6110mo0

1 1
mit Yoo = ——=, cosf = ,/%Ym (1.806)

d.h. die Summer iiber n, [, m reduziert sich auf eine Summe {iber n

e der Trick aus Abschnitt 1.7.1.1 funktioniert auch:

Hi|100) = [Q, Hol|t100) (1.807)

in der Ortsraumbasis ist dies eine Differentialgleichung fiir 2 mit Losung

Q:

magel (1
2

2 —r?+ aBr> cos 6 (1.808)
dies liefert
9
E%OO = <2/J100|H1Q|¢100> + 0= <1/1100|6EZQ|¢100> = —Za%Ez (1809)

dies ist quadratisch in E, daher quadratischer Stark - Effekt

e wihrend das ungestorte Atom kein elektrisches Dipolmoment hat, iduziert das
elektrische Feld im gestorten Atom ein Dipolmoment

2 - 17 - dEfg0 ~ _ 9 3
dE{p) = —ledE — jie = —WE = §aBE (1.810)
die Polarisierbarkeit « ist definiert iiber

N 9 03

fle =aF — a = 5a3B =0.67 A (1.811)

03
experimenteller Wert: o = 0.68 A (fiir H>-Molekiil)

1.7.1.3 Stoérungstheorie mit Entartung

e wenn einige der Figenwerte von Hj entartet sind, werden einige der Nenner
E? — E) gleich Null
— Methode muss modifiziert werden
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e zum entarteten Eigenwert EY, gehéren mehrere Eigenzustinde |¢!) mit i =
1, ..., d, (Dimension des entarteten Unterraums). Diese kénnen wir orthogo-
nal wahlen:

(D1l 0h) = Gmndij (1.812)

o fiir die gestorten Kets |¢,,) schreiben wir allgemeiner

) = Zamzs’ +AY nkZ@m (1.813)

k#n i=1
— wir miissen zusétzlich die «; und 3; bestimmen

e Einsetzen in die Schrédingergleichung liefert in Ordnung A!:

Ho Y el Y Bilet) +H1§jaz|¢l =E0Y e Y Bile) +E1§ja1|¢z

k#n i k0 i
(1.814)
Skalarprodukt mit (g7 |:
S il | Hi|¢l) = Ela (1.815)
das ist ein Eigenwertproblem fiir die «; (Symbolisch:
ZMjiai = E\a;), (1.816)

d.h. wir miissen in dem entarteten Unterraum eine Basis finden, in der H; dia-
gonal ist:

08) = > Usilél) — ELO = (61| Hy| %) (1.817)
im Allgemeinen gibt es d,, verschieene Werte fiir E}

e die Entartung der Energiewerte von Hj folgt immer aus einer Symmetrie [Hy, Q] =
0. Falls H; mit  kommutiert, und falls die|¢?) Eigenzustinde von Q sind, ist
H; automatisch diagonal:

o) = wlen) (1.818)
0 = (opl[Hi, Qllén) = (¢, |Hi1Q — QH1|4),) (1.819)

= (wj —wi)(eh|Hilgd)
=0 = (¢,|Hiloh), i#] (1.820)

1.7.1.4 Beispiel: Linearer Stark - Effekt

e gleiches Problem wie in Abschnitt 1.7.1.2, aber hier betrachten wir die n =
Zustande

e diese sind beziiglich Hy vierfach entartet:
[nlm) =|200), |210), |211), |21 — 1) (1.821)
d.h. wir miissen im Prinzip eine 4 x 4 - Matrix diagonalisieren; es gibt aber wieder

Auswahlregeln:
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1. die Entartung der Zustdnde mit verschiedenen m folgt aus der Symmetrie
[HOa Lz] =0
Hy kommutiert mit L., denn Hy = eEZ und L, = XP, - Y P,

— (nlm|Hy|n/U'm’y = 0, m#m' (1.822)
nlm | 200 210 211 21-—1
200 O 0 0
H — 210 0 0 0 (1.823)
211 O 0 0 0
21-1] 0O 0 0 0
2. der Zustand |nlm) hat Paritit (—1)!, d.h.
Onlm) = (=1)!nim) (1.824)
mitII : (2,9, 2) = (-, —y, —2) (1.825)
dies folgt aus den Eigenschaften der Y;,,. Weiterhin gilt:
NZy(x, y, z) = —ZY(—=zx, —y, —2) = —ZIYp(z, y, z) (1.826)
S 1Z = —ZI (1.827)
-z = —ZI*=-Z, M =1 (1.828)
und damit
(nlm|ZIn'I'm/)y = —(nim|IIZT0|n'I'm') (1.829)
= —(=D"(nlm|ZIn'U'm’)
— (nlm|Z|n'I'm")y = 0, (1.830)

wenn [ + 1 gerade ist, also wenn |nlm) und |[n'l'm’) gleiche Paritdt haben,
d.h. 14 der 16 Matrixelemente sind Null

e die beiden restlichen Matrixelemente sind (nach kurzer Rechnung)
A = (200|H,|210) = (210|H|200) = —3eFap (1.831)
— wir miissen nur eine 2 X 2 - Matrix diagonalisieren
e die Eigenwerte dieser Matrix sind +A mit Eigenvektoren 1/v/2(1, £1), d.h.
E,—21=+A = F3eFap (1.832)

linear in F, daher linearer Stark - Effekt

m
V'____O_J;uz,o,m-lz,n‘on
121,21),1200% -7 s [vz LD
12,0.0) T

e 0 j.uz_o,m L1200
2
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e die gestorten Zustinde sind keine Eigenzustinde von L2
Grund: das elektrische Feld bricht die Rotationsinvarianz

e wir haben aber weiterhin Rotationsinvarianz um die z - Achse
— die gestorten Zusténde sind weiterhin Eigenzustédnde von L,

e abschlieBende Bemerkung:
auch wenn die ungestérten Zustinde nur niherungsweise entartet sind (d.h. E9 —
EY # 0, aber klein), sollten wir H; in dem (néhrungsweise) entarteten Unterraun
diagonalisieren, damit in der Formel fiir E2

k#n

keine grofien Terme auftreten (denn E? soll eine kleine Korrektur zu E sein)

1.7.1.5 Zeeman - Effekt und Paschen - Back - Effekt

e wir betrachten nur die Wechselwirkung des H-Atoms mit einem externen magne-
tischen Feld B = B2

e das magnetiche Dipolmoment ji des H-Atoms ist (siehe 1.6.3)

fi=—DL+g—S=———(L+2S), g=2 (1.834)

=—(L,+25,)B 1.
5 (Ls +25.) (1.835)

e der volle Hamiltonoperator (inklusive Spin - Bahn - Kopplung) ist

P2 €2 €2 -- eB ?
H=—”—— LS L,+2S5,)=H H 1.836
2m r + 2m2c2r3 + 2mc( + ) ot H ( )

e die Storung H; soll klein gegeniiber H sein
— je nach der Gréfle von B muss man die Terme Hy und H; im Hamiltonoperator
anders wéhlen:

1. schwaches B - Feld: Zeeman - Effekt — H; = —ﬁé
2. starkes B - Feld: Paschen - Back - Effekt — H, = LS - Term

e wenn der ﬁg - Term #hnlich grofl ist wie der LS - Term, wird die Richtung
komplizierter

1.7.1.5.1 Zeeman - Effekt

e von Abschnitt 1.6.4.3: die Eigenzustéinde von Hy (inklusive LS - Term) sind die
Gesamtspinzusténde |lsjm;), d.h. diese bilden unsere ungestorte Basis
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e in 1. Ordnung Storungstheorie miissen wir berechnen

B
AE = (sjmj|— (L. + 28.) |lsjm;) (1.837)
2me ~—— —=
—J.+S.
eB . .
= 5 [Am; + (Isjm;|S.|lsjm;)] (1.838)

e das Matrixelement von S, kennen wir nur in der Produktbasis
— wir transformieren in die Produktbasis mit Hilfe der Clebsch - Gordon -
Koeffizienten; mit m; = m; — m, gilt

(Isjm;|S.|lsjm;) = Z (Imysmyg) (Imysmg| S, [Im/ sm/ ) (Im/ sm/ |Lsjm;)
msﬂn/ hmsémsm/s
= Z himg| (Imysmg|lsim;) | (1.839)
me=+1/2 R c—

C(lsjsmimesmy)

fiir j gibt es zwei mogliche Werte: j =1 £ 1/2. Die Clebsch - Gordon - Koeffizi-
enten konnen wie in Abschnitt 1.6.4.2 berechnet werden

1.1 11 2

2
1 1 1 1

h

2

(Isjm;|S;|lsjm;)

h l:l:mj+% l:ij+% hm;
= - - =+—7 (1.840
2{ 20+1 20+1 2l+1( )
e damit ist die Energieinderung in 1. Ordnung
ehB 1
AE=—m; |1+ —— B 1.841
ome { 20+ 1} oM (1.841)

d.h. die bisher entarteten Zusténde mit verschiedenen m; (bei gleichen j) werden
nun aufgespalten (linear in B)

1.7.1.5.2 Paschen - Back - Effekt
e wir betrachten zunichst nur

P2 2  eB
Hy=—-—+—(L,+2S5, 1.842
0 2m T + 2mc( + ) ( )

e da L, und S, miteinander und mit L? und S? kommutieren sind nun die Pro-
duktzustinde |lm;smg) Eigenzustinde von Hy

o fiir die zugehorigen Eigenwerte gilt

Hols) = eilis) (1.843)

ehB
ite = E,+ 22 2 1.844
mit e + 2mc(ml+ ms) ( )
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(die E,, sind die Eigenwerte von P?/(2m) — e2/r)
— Aufspaltung von bisher entarteten Energieniveaus (linear in B), z.B.

n=11=0 m=0 ms:i% —>€i=E1+% —1
n=2 1=0 m=0 m=%} —a=E+@s. |
2
1
n=2 l=1 m ==l ms:i% _>€i:E2+;?nBc 0
—1
-2

es sind jetzt nur noch diejenigen Zustédnde entartet, fiir die n und m;+2m gleich
sind
nun berechnen wir die Matrixelemente der Stérung

62

2m2c2r3

in der ungestérten Basis (= Produktbasis). Mit Ly = Ly+iL, und S+ = S, +iS,
folgt

H, LS (1.845)

L5 =1L.S, +L,S, +L.S, = %(hs, 4L S.)+L.S. (1.846)
es gilt
(my|La|my) o< (mylm;+1) = 0 (1.847)
analog: (mg|S+|ms) = 0 (1.848)
und damit
(Imysmg| LS|lmysmy) = (lmysmg| L. S:|lmysmy) = h2mym, (1.849)

die Energieéinderung ist damit in 1. Ordnung

2R 1
AE = (Imysmg|Hq|lmismg) = g <> = A mymg (1.850)
nl

2m2c2 73
zB. firn=2und [ = 1:

n=2 [=1 m=0 — AE =0

n=2 l=1 m=+1 my=+5 — AE=x+35Ay

fiir [ =0 (und damit m; = 0) ist
ml<> =0%*00 (1.851)
nl

nicht definiert

— fir I = 0 gibt es keine Spin - Bahn - Kopplung und daher auch keine
Energieverschiebung aufgrund des LS - Termes
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— fiir die [ = 0 Zusténde gibt es aber eine Energieverschiebung aufgrund des
”Darwin - Terms”

e2h%m
H; = 2m2026(F) (1.852)
atmc?
—AE = (Hp)n =00 5,3 (1.853)

Hp, folgt aus der relativistischen Theorie (Diracgleichung) und erkldrt auch
das Endergebnis der Feinstrukturkorrekturen fiir [ = 0 in Abschnitt 1.6.4.3

1.7.2 Variationsrechnung

1.7.2.1 Formalismus

e H ist ein beliebiger Hamiltonoperator mit Grundzustandsenergie Ey
Problem: Wie findet man Ey?

e fiir einen beliebigen (normierten) Zustand |¢) gilt

(Y|H[y) > Eo (1.854)
Beweis:

W) = > enltn) (1.856)

. _ _ . _ 5 .
mit (Y[¢)) 1 ;cmcn (%;I%) Zn: |enl (1.857)

— — * _ 2

(Y|Hp) = <; CmWYm|H| zn: CnPn) T;Lcmcn <¢7;|1;{|¢n> Xn: len|*En
= Y el (Br— Eo)+ > leal* Bo = Eo (1.858)
n n
>0 =1

— fiir beliebiges |¢) ist (| H|1) eine obere Grenze fiir Ey
e die Idee ist nun, eineen ”Versuchszustand” |¢) geeignet zu parametrisieren:
) = [(an, ..., ax)) (1.859)
und die Parameter a; so zu bestimmen, dass (1)|H|) minimal wird

e dies liefert im Allgemeinen nicht den exakten Wert fiir Ey, aber oft eine gu-
te Abschitzung, selbst wenn |¢) keine gute Niherung fiir den (unbekannten)
Grundzustand |t)g) ist:

W) = aldo) + AlYr) (1.860)
mit (olpL) =0, |a]* + A =1
Ey = (YIH|Y) = (awho + Mpperp|H|awho + ML) = |al*Eo + [P (L [H|yL)
= Eo+ AP [(¢L|HpL) — Eo (1.861)
We2nn also z.B. der Zustadn |¢) ?10% falsch” ist (A = 0.1), ist Ey nur 1% falsch
(A2 =0.01)
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die Wahl des Versuchszustandes |¢) hingt vom Problem ab
Kriterien

— Symmetriebedingungen sollen erfiillt sein

— asymptotisches Verhalten sollte richtig sein

— Rechnung sollte moglichst einfach sein

oft wihlt man |¢) als Linearkombination der niedrigsten Zustédnde eines Systems
erthogonaler Zusténde: die o; sind dann die Entwicklungskoeffizienten

1.7.2.2 Beispiel: Grundzustandsenergie des Helium - Atoms

Helium hat Kernladungszahl Z = 2 und zwei Elektronen
experimenteller Wert: Ey = —78.6eV

Notation: r;: Abstadn zwischen Elektron i und Kern, r15: Abstand zwischen den
Elektronen 1 un 2

der Hamiltonoperator fiir das He-Atom (hier ohne Spin) ist in der Ortsraumbasis

- -+ —,Z=2 (1.862)

- ) Ze?  Ze? 2
1 T2 T12

ein einzelnes Elektron im Coulombfeld eines Kernes mit Ladung Ze hat die
Grundzustandswellenfunktion

A Zr
F) =4 —= - 1.863
Y100(7) wa% exp ( GB) ( )
mit Energie
7 2\2
EM = _7’”(2;2 S _ R,z (1.864)

(dies folgt aus 1100 vom H-Atom mit € — Ze?, d.h. ap = ap/Z)

1. Versuch: wenn wir die Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen ver-
nachléssigen, ist die Grundzustandwellenfunktion

Y = 1100 (71)P100(72) (1.865)
in dieser Niaherung ist die Energie
E=2E" = -8R, = —108.8¢V (1.866)

das ist keine gute Nidherung, und auBerdem kleiner als Ey (das ist aber kein
Widerspruch, da wir hier nicht den richtigen Hamiltonoperator bentuzt haben)

2. Versuch: Variationsrechnung mit einer Versuchswellenfunktion

b= (Z?Bexp (—Z(“”Z)) (1.867)

Tay ap

d.h. Z* ist der (einzige) Parameter in der Versuchswellenfunktion (Idee: jedes
Elektron schirmt die Kernladung, die das andere Elektron sieht, ab, so dass Z*
effektiv kleiner als Z ist)
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e um E(Z*) = (y|H|y) auszurechnen, zerlegen wir H:

H = H{+ Hs+ Hys (1.868)
2 . VA 2
mit Hi = —EV?— €
2m T
2
und H12 = —
T12
Z*)3 Z*r;
fir ¢; = ( :,))exp <— r,> gilt:
Tap ap
P 2N~ g (Z*)2; (1.869)
om = ° r; t Y ’ '

und damit

(Y| Hyily) = /d37‘1 /d3T2 Y1 Hip19o =/d37’2 ¢§/d3T1 i1 HYq
—_—

h? = Ze?
= [ (—2V? - ) ¥
m 1

W, 77 (Z—Z%)e?
= /dBTM//l (sz% -4 ) )7/)1

1 1

1
= B2 -(Z-2) [ Ern)
~———————
:Z*/aB
~R,(Z*)? - 2(Z — Z*)Z*R,
= —R,[227" — (Z*)’] (1.870)
selbes Ergebnis fiir (| Ha|v)

o fiir (1p|Hy2|9)) brauchen wir:

27 1
/d3r1 /d3r2 exp <— (r1 + m)) _—
ap |71 — 73]

27* 27
= /r%drl exp (— aB“) /r%drg exp <— aBrz)
0

0
1
|7 — 7]
mit
27 1
1 1
/dQQ —_ = /dg{) /d(cos&) \/r% + 712 —2rirocosf  (1.872)
|7 — 75
0 1
2T o N
= —(r+ry—|f—7a) (1.873)
r172

folgt daraus nach kurzer Rechnung

(Y|Hi2lp) = Rng* (1.874)
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damit ist

5
B(Z°) = (WH: + Ha + Hislt) = —R, [422" =22 = 27"|  (1875)

die Ableitung der [...] nach Z* ist

5 5
AZ —AZF — - =0fir Z* =7 — — 1.876
1 0 fiir 16 ( )
(kleiner als Z wie erwartet)
unser Minimum von E(Z*) ist also
E(Z*)min = —Ry2(Z*)* = —17.4eV (1.877)

dies ist eine gute Niherung fir Ey und erfiillt E(Z*) > E,
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Kapitel 2

Quantenmechanik II

2.1 Zeitabhingige Storungstheorie

Wir nehmen an, dass ein quantenmechanisches System sich in einem stationéren Ei-
genzustand |¢,,) des Hamilton-Operators Hy befindet. Wir kénnen uns nun fragen,
wie sich dieses System verhélt, wenn eine zeitabhéngige Storung darauf wirkt. Konkre-
ter formuliert gilt es die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit der das System in einen
anderen Zustand iibergeht. In diesem Kapitel werden wir dieses Problem angehen,
indem wir annehmen, dass die Storung schwach ist.

2.1.1 Bilder der Quantenmechanik
2.1.1.1 Schrédingerbild
Die Zeitentwicklung des Zustandes |¢, t) ist durch die Schrédingergleichung

L0 =

bestimmt, welche durch

[, t) = e ARy, 0) (2.2)

formal gelost wird.

Diese bisher verwendete Notation wird Schrédinger-Darstellung oder -Bild genannt.
Die Zustédnde sind zeitabhéingig, wihrend die Operatoren abgesehen von expliziter
Zeitabhéingigkeit zeitunabhéngig sind.

Fiir explizit zeitabhiingiges H (t) wird die Lésung der Schrédingergleichung zu

[, t) = U(t, to)|9, to) (2.3)

mit dem Anfangszustand |, to) und dem Zeitentwicklungsoperator U (¢, o), der durch
Einsetzen in die Schrodingergleichung bestimmt wird:

ih%U(t, to) = HOU(t, to), Ulto, to) =1 (2.4)

Fiir zeitunabhéingiges H ergibt sich die bekannte Form U(t, tg) = exp(—iH(t —
tg)/h), wihrend aus der Schrédingergleichung fiir infinitesimale Zeitdifferenzen folgt:
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[, t+dt) = (1 - ;fl(t)dt) I, t) (2.5)
SU(t+dt,t) = 1— if[(t)dt (2.6)

=U(t, tg) = exp

el

,%Er(to +A(n— 1))A) %...%exp <;ﬁ(to)A> (2.7)

wobei in der letzten Gleichung U als Produkt von infinitesimalen Zeitentwicklungsope-
ratoren dargestellt wird und das Zeitintervall (¢ — p) in n infinitesimale Teilintervalle
A = (t — tg)/n zerlegt wurde.

Die Gleichung (2.7) ldsst sich durch den Einsatz des Zeitordnungsoperators f, der
die folgenden Faktoren in aufeinanderfolgender Zeit von rechts nach lins ordnet, in
kompakter Form schreiben:

Ut, to) = Texp (—;_L/ dt’ﬁ(t’)) (2.8)
2B. T(H(t)H(t2)) = Ot —to)H(t1)H(tz) + O(ta — t1) H(t2) H(t) (2.9)

2.1.1.2 Heisenbergbild

Im Heisenberg-Bild andererseits folgen die Operatoren einer Bewegungsgleichung. Aus-
gehend von Operatoren A im Schrédinger-Bild definiert man die Heisenberg-Operatoren
und die Heisenberg-Gleichung fiir Ay

Ay = et/ o=t/ (2.10)

<~ AH(t) = UT(t, to)AU(t, to) (211)
d ) 0

—Ay = -—[H, A —A 2.12

T ks H]+8tH (2.12)

Der letzte Term tritt nur auf, wenn A explizit zeitabhingig ist, wie das etwa in
Gegenwart eines zeitlich periodischen dufleren Feldes der Fall ist. Dabei wurde beniitzt

, 0A , 0 0A
He/h (2 —iHth = 4 Lty =0 (2
e ( ot ('75’ b, ) t)) e ot (xH(t>7 pH(t>7 ) t) ot ( 3)
Der Heisenberg-Zustandsvektor ist definiert durch
) = ey, 1) (2.14)

und identisch mit dem Anfangswert des Schrédinger-Zustandes [¢, 0) und deshalb
zeitunabhéingig.

2.1.1.3 Wechselwirkungsdarstellung

Im ungestorten System gehorchen die Zustidnde der Gleichung
L0 ~
iz () = Hole(1)), (2.15)
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wobei Hy unabhéingig von der Zeit ist und die stationéiren Zustéinde |, (t)) mit Energie
€n besitzt. Zum Zeitpunkt ¢ = to wird das zeitabhiingige Storpotential V () eingeschal-
tet, so dass die Evolution der Zustédnde nun durch die Gleichung

i D (0) = (Ho + V(O)(0) (2.16)

V(
bestimmt wird, mit der Anfangsbedingung [¢(to)) = |@m(to)) zur Zeit to.
Wir fithren nun neue zeitabhéngige Zusténde |¢(¢)) durch

[ (t)) = e~ Hot /R 1(t)). (2.17)

ein. Mit Hilfe der unitdren Transformation

Vr(t) = e Hot/h ()e—iHot/n (2.18)
lasst sich die Gleichung (2.16) schreiben als

O1(0) = Tr01(0), (2.19)

wo Hy nicht mehr explizit vorkommt. Diese Darstellung entspricht weder die Schrodin-
ger’schen noch die Heisenberg’schen Darstellung und wird Wechselwirkungsdarstellung
genannt.

Wir kénnen nun die Gleichung (2.19) formal integrieren und erhalten

9(6) = 9(t0)) + 55 [t V(eI I5(e)) (220)

to

Iteratives Einsetzen fiihrt auf die Reihe

) =1t + 5 [ T + g [ / AT T ))

1 -
1+m dt Vit zh t dt/t dt" Vi (Vi (t") + 1|¢(t0)>,

(2.21)
eine Neumann-Reihe. Betrachten wir den n-ten Term dieser Entwicklung,

t1 tn—1 . N R
o0 /dtl/ dts - - / At Vi () Vi (t2) -~ Vi), (2.22)

dann sehen wir, dass t >ty >ty > ... > t,, > tg sein muss, d.h. die Operatoren ‘A/(tj)
sind geordnet nach aufsteigender Zeit (“zeitgeordnet”). Daher kénnen wir diesen Term
auch umschreiben als

n' m /dtl/ dts - - /dt Vi(t)Vi(ta) - Vi(ty), (2.23)

wobei wir den Zeitordnungsoperator Tt beniitzen. Da alle Integrationsbereiche von tg
bis ¢t gehen, bewirkt T}, dass die Operatoren trotzdem in aufsteigender Reihe vorkom-
men, wihrend der Faktor 1/n! die Ausdehnung des Integrationsbereiches (alle Kom-
mutationen von IA/) kompensiert. Daher konnen wir nun die Reihe kompakt darstellen
als
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() = [T e F o VO] i), (2:24)

Obwohl diese elegante Form nun die Berechnung der Evolution der Zustédnde bis zu
beliebiger Ordnung zulésst, werden wir uns hier nur auf die niedrigsten Ordnungen
konzentrieren. Die Berechnung zu héheren Ordnungen wird in der Quantenfeldtheorie
in systematischer Weise durchgefiihrt.

2.1.2 Stoérungsrechnung erster Ordnung

Wir betrachten ein System, das am Anfang im stationdren Zustand |¢,,) sei.

lom () = e~ 0 o) = e o) (2.25)

Wenn nun ein Stérpotential V (¢) eingeschaltet wird, kann das System in neue Zustéinde
iibergehen. Wir machten nun herausfinden, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Uber-
gang in den stationdren Zustand |p,) erfolgt. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit-
samplitude ist

{n(OD (1) = (ale™ |9()) = (nldb (1)) (2.26)
In der Wechselwirkungsdarstellung ist der Anfangszustand somit
[9(t0)) = e Mo (to)) = liom) - (2.27)

Fiir seine Zeitentwicklung in erster Ordnung in V ;(¢) erhalten wir aus (2.21)

- 1 rt
9(6) = low) + 55 [ @t Vi®)lm) (229)
ih Jy,
Die Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude ist folglich:

(nlO) = (@ld) = b+ 5 [ @ {oulVa(Vom)

(2.29)

1 /[t , , .
Y N 7/ dt’ eten—em)t m((pn‘V(t/”(Pm)-
ih Jy,

Damit erfolgt der Ubergang vom Anfangszustand |m) und dem dazu orthogonalen

Zustand |, ) mit der Wahrscheinlichkeit

1t / _ ?
Prn(t) = [{@n(®)[0(t)]* = ’h/ dt’ e e/ (G [V ()] om) (2.30)

to

Wir betrachten zuniichst Ubergéinge, die durch plétzliches Ein- und Ausschalten eines
Potentials induziert werden (Potentialpuls). ! Das Potential hat die einfache Stufen-
form

17 P15tzlich einschalten” bedeutet, dass die Zeit, in der das Potential aufgedreht wird, viel kiirzer
als die charakteristische Zeit ist, wihrend der das quantenmechanische System sich verindert. Solche
Prozesse kommen insbesondere bei Zerfillen in Kernen vor, wo der Kern durch das Entweichen eines
a-Teilchens plétzlich eine neue Konfiguration hat und sich neu arrangieren muss. Ahnliches tritt
bei der Photoemission in einem Metall auf, wo das austretende Elektron ein unkompensiertes Loch
hinterl&asst.
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V(t)=V{Oe(t) -0t —-1)}, (2.31)

wobei 7 die “Pulslinge” bezeichnet. Damit erhalten wir fiir P,

1 t . ’ =5 ?
Pmn(t) = ﬁ /O dt/ ezwn,mt <(pn|V(t/)‘§0m>
. 2
1 %} O<t<rt
e A & i (2:2)
[%] T<t

wobel wym = (en — &m) /i

A P, M

KE Smn

Fiir kleine ¢ (< 1/wpm,) steigt die Wahrscheinlichkeit fiir Ubergiinge zu jedem Zu-
stand |¢@,) mit Matrixelement (@, | 1% lon) # 0 wie t? an. Fiir ¢t > 7 finden wir, dass
Zustéinde mit Energiedifferenz hw,,, < h/7 fir Ubergénge bevorzugt werden. Dies
ist eine Manifestation der Energie-Zeit-Unschérferelation: AFE - At > h. Beachte, dass
nach dem Puls die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir alle Zeiten ¢ fixiert bleiben. (Das
oszillierende Verhalten von P,,, als Funktion der Energieinderung ist das Resultat des
abrupten Ein-/Ausschaltens und verschwindet bei kontinuierlicheren Pulsen.)
Das Maximum von Py,, liegt bei energieerhaltenden Uberginge (em = €n). Verwenden
wir die Beziehung

1

lim —
T—o00 Tt

sin(z7) |”

=6(x), 2.33
- (x) (233)
so kénnen wir schliessen, dass fiir sehr lange Pulsdauern und ¢ > 7 nur energieerhal-
tende Ubergénge mit wym, — 0 moglich sind.?

Wir kénnen dann die Langzeit- Ubergangsrate definieren als

Pt
FHL—)'IL = lim A

t—o0 t

2 ~
= E‘S(gn *5m)|<<ﬁn|v‘¢m>|2- (2.34)

2Falls die Stérung zeitlich begrenzt ist, d.h. 7 endlich ist, enthilt sie von null verschiedene Fre-
quenzkomponenten in der Fourier-Transformation. Wie wir in Abschnitt 11.4 sehen werden, ergeben
sich dann Ubergénge zu Zusténden unterschiedlicher Energie.
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wobei gleichzeitig 7 — oo mit ¢ > 7 angenommen wird. Diese Form ist als “Goldene
Regel” von Fermi und Wentzel bekannt. Da die Energie des Anfangs- und Endzustand
gleich sind, macht diese Betrachtung nur fiir Systeme mit einem kontinuierlichen Ener-
giespektrum Sinn. Dann kénnen wir von einer Zustandsdichte n(e) fiir die Energie €
sprechen, wobei n(e)de der Zahl der Zusténde im Intervall [e, e + de] entspricht. Die
Ubergangsrate in alle moglichen Zustéinde ist gegeben durch

2w

L = me_,n = /denn(en)rm—m =7 |<‘Pn|‘7|30m>|2|8n:6mn(5m) . (2.35)

2.1.3 Adiabatisch eingeschaltetes Potential

Nun wenden wir uns einer alternativen Formulierung der energieerhaltenden Uberginge
zu, die wieder auf die Goldene Regel fithrt, ndmlich fiir ein adiabatisch (unendlich lang-
sam) eingeschaltetes Potential:

V(t)= Ve (2.36)

mit 7 > 0 aber beliebig klein, so dass V (t) — 0 fur t — —o0. Bei t = 0 soll dann
das Potential seinen Endwert erreicht haben. Zur Zeit ¢ — —oo sei das System im
stationéiren Zustand |¢,,). Wir verwenden nun (2.30) und erhalten in erster Ordnung
fiir den Ubergang vom Zustand |p,,) zum Zustand |¢,,) die Wahrscheinlichkeit

1|/t N 2 gilen—emt/hignt 2
P (t) =72 [mdtlel(e" e (0 [V om) | = m(%zwww
—~ 9 eQnt
= V A
|<SOTL| |<)Om>‘ (Em—En)2+fL2772
(2.37)

Die Ubergangsrate wird hier durch die zeitliche Ableitung von P, (t) bestimmt:

d ~ 2n
Trn = — Pon (1) = {00V om )| 2t 2.38
gt Drn®) = KealViem " —gmgms &L (2.38)
— 1
fir n—0

Analog zum vorhergehenden Abschnitt finden wir hier im Grenzfall  — 0 eine Delta-
Funktion,

2n 27
—06(em — €n), 2.39
e R g0 ) (239
woraus sich wiederum die Goldene Regel ergibt:
27 =~
Pon = %|<‘Pn|v|@m>‘25(5m — &) (2.40)

Hier ergibt sich die Energieerhaltung beim Ubergang, wenn das Potential iiber eine un-
endlich lange Zeit hinweg eingeschaltet wird. Insbesondere wird klar, dass Systeme mit
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nicht entarteten, diskreten Energiespektren in einem adiabatisch verénderlichen Poten-
tial keine Ubergiinge zwischen verschiedenen Zustinden erleiden. Natiirlich entspricht
dies auch wieder der Energie-Zeit-Unschérferelation, wobei nun AE < hn betrachtet
wird.

Betrachten wir nun zwei Anwendungen:

Born’sche Niherung fiir Potentialstreuung: Das Streupotential fiir ein Teilchen kann
auch als zeitabhéngiges Potential aufgefasst werden, das adiabatisch eingeschaltet wird.
Die Streuung entspricht dann einem Ubergang zwischen zwei Impulszustéinden (ebene

Wellen) | k ) — | k' ). Die Ubergangsrate ist durch die Goldene Regel gegeben

2 o, o~ o
Pi_gr =3 K VIE) (e — ) (2.41)

mit e = h? k2/2m, wobei | k) der Anfangs- und |k’) der Endzustand ist. Das Ma-
trixelement erhélt man einfach durch Fouriertransformation

1 1 -~

Wenn k' in einem gewissen Raumwinkel df) -, angenommen wird, dann finden wir fiir
die entsprechende Ubergangsrate:

(FVIE) = 5 [ e F vt s

i ;= ;26 Yo Vg lPeler —ep)
K edQy,
- ;?gfﬁdQE'(;;,/dk’ K2 Ve o 28(eg —ep))
= %dQE, dEE'%VEE’F(S(g;;—Eg/)
= % Ve ol (2.43)

Die Normierung beziiglich des einlaufenden Teilchenstroms je;, = hk/mL3 ergibt den
differentiellen Wirkungsquerschnitt (do = dI'; _ i,/ jein)

do m?
Q) 4m2pt
der der ersten Born’schen Néherung entspricht.

Ve ol (2.44)

Beziehung zur Rayleigh-Schridinger Stérungstheorie: Im Grenzfall n — 0 kann das
adiabatisch eingeschaltete Potential auch als quasistatisch betrachtet werden und die
Evolution des Zustandes |¢,,) fiihrt dann “adiabatisch” auf den gestérten Zustand.
Wir betrachten also [¢)(to)) = eimto/hp, ), wobei tg — —oco. Wir betrachten nun
folgende Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude, dass der Originalzustand im
adiabatisch eingeschalteten Potential erhalten bleibt:

S ol d0) = eml Vi) = S lom T Blon) (oald(0)

(2.45)

= (PmVi(Olom) (eml B @) + D (ml Vi)l on) (onldb(1)).
n#Em

109



Nun kénnen wir (2.29) benutzen:

1 ! i(En—Em—1 ! i
<90n|w( )> dt <§Dn|vl( /)|50m> _ 7/ dtlez( n—Em —ihn)t /h<§0n|v|@m> ,

ih ih Jy,
(2.46)
woraus folgt

i ol B(0) = (Vi () om) (o (1)) + > M(@mmt» +0(V?).
dt . Em — En + il
) (2.47)
Beachte, dass (@, |¢(t)) =14+ O(V). Fiir n — 04 gilt:
1 _ Em — En B ihn
Em —En+ il (Em —en)2 +B20%  (em —en)? + R2n?
(2.48)
1
- — —ind m ~ <n)s
Psm—en imd(e €n)

wobei der Realteil dem Hauptwert und der Imaginérteil der Delta-Funktion entspricht.
Aus der Schridinger-Darstellung folgt, dass

(Pmlt()) = (pmle™ =P |(t)) ~ e~ Emt/ (2.49)
so dass aus (2.48) folgt, dass

ﬁF ~
E’”’L - E 2"” ~ €m + <<p7”/| V |<p7”/> (2'50)
| 90m| v lpn) 2 v 25 _
+P Z e —im Z [(om| V |on)“0(em — €n) -

Wenn wir davon ausgehen, dass das Energiespektrum diskret (und nicht entartet)
ist, verschwindet der letzte Term in (2.50) und wir finden das Resultat der Rayleigh-
Schrodinger-Stérungstheorie bis zu zweiter Ordnung. Wenn wir jedoch ein kontinu-
ierliches Spektrum annehmen, dann entspricht der letzte Term im wesentlichen der
Ubergangsrate des Zustandes |m) in einen beliebigen Zustand |, ) gleicher Energie.
Dies bedeutet, dass der Zustand durch die Présenz der Stérung in andere Zusténde zer-
fallen kann, so dass die Wahrscheinlichkeit im Originalzustand zu bleiben exponentiell
mit der Zeit abnimmt:

{omlt(#))]? oc e (2.51)

Diese Zerfallsrate lasst sich durch die Goldene Regel ndherungsweise berechnen und
entspricht der totalen Ubergangsrate. Damit wird der gestorte Zustand zu einer Reso-
nanz, wobei I' der Breite entspricht.

2.1.4 Harmonisch oszillierende Storung

Nun wenden wir uns einer weiteren wichtigen Klasse zeitabhéngiger Stérungen zu. Dies
sind die harmonisch oszillierenden Potentiale:
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V(t) =V cos(wt)e™ = - (€™ e ) ent, (2.52)

wobei wir wiederum den Faktor e einfiihren, der uns erlaubt, das System zur Zeit ¢ =
—o0 als ungestort im stationdren Zustand |p,,) zu betrachten. Die analoge Diskussion
wie oben fithrt zunéichst auf die Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude:

(onV|pm) (2.53)

ent |: ei(anfemfhw)t/h ei(€n7€m+hw)t/h
£

n(t t) = — . ;
<S0()W}()> 2 m—5n+hw+lh77+5m_5n_m+lhn

so dass die Ubergangswahrscheinlichkeit durch

Pon(t) = [ea(®)|0()
_ e"[(g 1 n L (2.54)

4 m —En+hw)2+ 1% (e — &y — hw)? + h2n?
2R e—2iwt ‘7 9
+ . . n m
e(am—6n+hw+zh77)(sm—en—hw+zhn)]|<(P Vo)l

gegeben ist. Der Mischterm mit e~2** ist schnell oszillierend und mittelt sich auf

lange Zeit gesehen zu Null. Daher werden wir diesen Term von nun an vernachlassigen.
Wiederum erhalten wir die Ubergangsrate durch Differenzieren nach der Zeit:

d e2nt ~ 2n 2n
—Pon(t) = —|{on m) |2 .
i (t) 1 [{@n|V |om)| (Em — en + hw)? + K212 + (Em — &n — hw)? + 52772}

(2.55)
Dies liefert im Grenzfall n — 04

2 [{pn| V] om) 2
Do = Vo B ) 40 et ). (256

Offensichtlich werden Ubergéinge nur zwischen Zusténden, deren Energie um +hw ver-
schieden sind, induziert, im Gegensatz zur Energieerhaltung in den vorhergehenden
Fillen. Das System absorbiert (¢, = €,, + hw) oder emittiert (¢, = &, — hw) Energie.
Diese Ubergiinge sind sowohl fiir kontinuierliche wie auch diskrete Energiespektren
moglich. Diese Form der Absorption wird im néchsten Kapitel besonders wichtig wer-
den, wenn wir uns mit der Wechselwirkung zwischen elektromagnetischer Strahlung
und Materie beschiéftigen.

Im Falle eines Spins in einem statischen Magnetfeld mit oszillierendem transversen
Feld ist der entsprechende Hamilton-Operator gegeben durch

fi\[ = —%HO §z_%H1 §xent coswt (257)

=H, V(1)

Ausgehend vom Zustand | 1) bei ¢ — —oo betrachten wir den Spinﬂ.i.p—Ubergang zum
Zustand | |), der um die Energie hwy = p,Ho hoher liegt. Die Ubergangsrate ist
gegeben durch

(L IGHL S| 1) 8(hw — huo). (2.58)

(bn Hy/2)%=(hw1)?

2m
Loy =—|
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und ist nur endlich, wenn die Resonanzbedingung w = wy exakt erfiillt ist. Der oszil-
lierende Anteil der Losung wird hier vollstindig ignoriert.

2.1.5 “Verbotene Ubergiinge” als Zweitordnungsprozesse

Ubergiinge erster Ordnung, deren Matrixelemente (gon\f/\gom> verschwinden, werden
als “verboten” bezeichnet. Allerdings sind solche “verbotenen” Uberginge nur bedingt
verboten, denn es ist moglich tiber einen Umweg, d.h. einen Zwischenzustand, zum Ziel
zu kommen. Dies wird durch héhere Ordnungen in der Stérungstheorie beschrieben,
insbesondere Storung zweiter Ordnung, die wir hier kurz betrachten wollen.

Der Ubergang von |¢,,) nach |¢,) mit Hilfe des zeitabhingigen Potentials V(t)
sei verboten. Daher iiberspringen wir die erste Ordnung in (2.21) und erhalten fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude

~ 1 t t’ N o / /
i) = s [ [ Pl
ih)? Jy, to ~

*<90n’ ‘?‘¢m>ei(6n/—sm)t”/h—&-nt”. (259)

Die Summe ), geht iiber alle stationéren Zusténde des ungestorten Systems, wobei
natiirlich n und m wegen der verschwindenden Matrixelemente automatisch ausge-
schlossen sind. Wenn wir nun ¢ty — —oo wéhlen und das Integral ausfithren, dann
erhalten wir

. | (nlVIew ) ow |V ]em)
D)) = eilem—en)t/n € LAUAL ZUPAS ZUAM L 17 2.60
(eald(t) = eI e e i (2.60)

5>

n’

D> P, >

Die zeitliche Ableitung des Betragsquadrates fiihrt wieder auf die Ubergangsrate

~ ~ 2
27 (onlV]en) (Pn |V ]om)
h Z Em — Ens + 1hN (e em) (2.61)

n’

im Limes n — 04. Offensichtlich enthilt das effektive Matrixelement die Summe iiber
alle moglichen Zwischenzusténde. Daher gehen hier auch die Interferenzen zwischen
allen Kanilen ein, durch die ein solcher Prozess moglich ist, d.h. wir summieren

> (onlVIow) (o [VIem) (2.62)
Em — En’ + Zh'f]

n’
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vor dem Quadrieren.
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2.2  Wechselwirkung zwischen Materie und elektro-
magnetischer Strahlung

Das Problem der elektromagnetischen Strahlung und ihrer Wechselwirkung mit Mate-
rie steht eigentlich am Anfang der Geschichte der Quantenmechanik. Mit den Werk-
zeugen der modernen Quantenmechanik kénnen wir dieser Physik eine klare und wei-
tergehende Formulierung geben.

2.2.1 Maxwell-Gleichungen und elektromagnetische Strahlung

Die klassische Beschreibung des Elektromagnetismus beruht auf den Maxwell-Gleichungen.
Die homogenen Maxwell-Gleichungen (in Gauss’schen Einheiten) sind

—

V-B=0 = B=VxA (2.63)
- . 10B - L 104 L 104 -
VXE+cat—VX{E+cat}—° > E4ogr =-Ve 26y

Das magnetische und elektrische Feld, B und E , lassen sich durch das Vektorpotential
A und das skalare Potential ¢ ausdriicken.

Wir nehmen hier an, dass alle Ladungen in der Materie explizit mitgenommen werden,
sodass D = E und H = B , d.h. wir benotigen keine makroskopische Beschrei-
bung der dielektrischen und magnetischen Polarisierung. Die inhomogenen Maxwell-
Gleichungen haben daher die Form:

L 10 - - -
4 — B —— A — 2 2.
TP v 5V V2, (2.65)
4 . o 10E 4, =2 - o, 102 1924
=7 = B-—-=—" = LAY - VA4 = —Z (2.
—J vV x —or = V(V - A) = VEA L -2 Vot 5= (266)

Wenn wir die Coulomb-Eichung V-A=0 beniitzen, dann folgt

=/
dnp=-V3 = ¢(F.1)= /dST’M (2.67)
wobei fiir Punktladungen gilt
S S S Q;
p<T7t):ZQj6(T _rj(t)) = ¢(r7t)zzm7 (268)
» - J
J J

wobei @); die Ladung des Teilchens j bezeichnet. Da die homogene Gleichung v 26=0
nur noch die triviale Losung besitzt, konnen wir daher sagen, dass in der Coulomb-
Eichung das skalare Potential nur von den Teilchenkoordinaten abhéngt.

Wir kénnen (2.63 - 2.66) zur Wellengleichung der elektromagnetischen Strahlung zu-
sammenfassen:

1 92 S Ar o 10 =
[ 0 il EQng. (2.69)

czatz‘V}A:DA:J‘
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Dabei sehen wir, dass die rechte Seite durch die Ladungen der Materie bestimmt wird.
Falls wir uns in einem ladungsfreien Raum befinden, dann beschreibt diese Gleichung
die freie elektromagnetische Strahlung:

DA =0 . o
o =  A(Ft) = fﬁZ{AE,A%,Ae’“_““
V-A=0 EA

+ AT @ e B (2.70)

Hier ist € A der Polarisationsvektor zum Wellenvektor & mit Index A = {1,2}: ¢ Fa
é’E’)\, = 0y x . Die Polarisation ist transvers, d.h. k- é’E’)\ = (0 wegen V - A = 0. Die
Dispersion ist wj = | k| = ck. Die Wellenvektoren werden durch periodische Randbe-
dingung im kubischen Kasten der Kantenléinge L festgelegt, k= 2%(7%, ny,n;). Die

freie Strahlung wird daher durch unabhéingige Moden (&, \) aufgebaut.
Wir kénnen nun das elektrische und magnetische Feld ausdriicken als,

= 10 -
E(rt) = -5 400t 2.71
(7,) TR (2.71)
41 ZwE > ik —iwrt — —ik-Fiwnt
- TE (A @ e ™ TR = A, 2% e o]
E,A
1 7 .7 = T oo .
= — (Zk X € =~ )A* ezk rfzw;ti(lk % &* )A*a efzk r+zw-t}
VI3 4 [ kAT kA EXTEA
kA

Die Energie des Strahlungsfeldes, gemittelt iiber eine Periode 27 /w, ist gegeben durch,

—

E?+ B? E? w
Eq :/d r——— :/d3r — = A, (2.73)
A

8w 47 2me

s

Nun kénnen wir aber die elektromagnetische Strahlung durch Photonen beschreiben.
Jede Mode (&, ) hat eine gewisse Anzahl Photonen N , mit der Energie hwj, so
dass die gesamte Energie ausgedriickt werden kann als

E=) Np hog, (2.74)
DY

woraus sich durch Vergleich mit (2.73) die Beziehung

N, = —k

2
Fo = i gl (2.75)

ergibt.
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2.2.2 Die Wechselwirkung mit der Materie

Die Schrodinger-Gleichung fiir Elektronen in einem elektromagnetischen Feld ist gege-
ben durch

. 2
mw_ [ ! (?6_22(&&) +ep(7,t) + U(7)

2m

Y(7,t) (2.76)

Dies stellt die minimale Kopplung dar. Wir haben bereits in der Elektrodynamik iiber
die Eichtransformation gesprochen:

—

A — A=A+ Vx(F,0),
10
[ =¢— ——=x(F,t 2.77

6 = ¢ =0-ax(70), (277)
W(7t) — (7 1) = XTIy (7 ),
Messbare Grossen (Observable) sind unabhéngig von der Eichung.
Wir separieren (2.76) in einen Teil, der den Hamilton-Operator des quantenmechani-
schen Systems darstellt, und den Rest, der die Kopplung mit der Strahlung beschreibt:

_ So

1 = L), (2.75)
B = — {5 A7)+ A(F)- F)+o

K e p r r p

12/ > >
Sy A°(T7)+ep(7), (2.79)
wobei wir uns hier auf ein System mit einem einzelnen Teilchen beschrinken wollen.

Beachte, dass fiir die Coulomb-Eichung gilt 5’ A=A 5 Nun fithren wir den
Ladungsstromdichte-Operator ein

e L fso o 5 - e /o .5
J(F) = | g { PoF = F) 487 = F) B} ——A(F00(F = F) |, (2:80)
= 7 ® (paramagnetisch) = 7 @ (diamagnetisch)

wobei wir einen paramagnetischen und einen diamagnetischen Teil unterscheiden. Der
Ladungsdichte-Operator ist p(7) = §(7 — 7 ). Damit erhélt H g die kompakte Form

~ es - e? -
HKz/d?’r[—Cj(P)(f)-A(fH A

(2.81)

Wir betrachten nun die Situation, in der das Teilchen einem freien elektromagnetischen

Strahlungsfeld ausgesetzt ist (¢ = 0). Dabei beschriinken wir uns auf die Kopplung
niedrigster (linearer) Ordnung im Strahlungsfeld

iy — _L o :(p) P —twt * Q(P) L * Twt
Hpg = ; T?’;{Ak’)\j T €Rae +AI—€~’AJ AN , (2.82)

116



d.h. nur die Kopplung der paramagnetischen Stromdichte wird miteinbezogen. Hier ist

S _ [ s ikr e Y|P kR k7P

J —/dre J (7”)—2 e +e - (2.83)
die paramagnetische Stromdichte im Impulsraum. Das elektromagnetische Feld indu-
ziert einen Ubergang des quantenmechanischen Systems von einem Zustand in einen
anderen. Die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand |0) (Grundzustand) zum an-
geregten Zustand |n) in diesem oszillierenden Feld kann mit Hilfe der Goldenen Regel
berechnet werden (— 2.1.4). Fiir eine einzelne Mode (&, A) finden wir,

2T e?

Lot = 70(en =20 = hwg) 7551 AL \linl RN U] (2.84)

Dies entspricht der Absorptionsrate fiir die Mode (E,/\). Im folgenden nehmen wir
an, dass die Strahlung inkohérent ist, d.h. Interferenzeffekte zwischen verschiedenen
Moden koénnen vernachlissigt werden, und jede Mode darf fiir sich alleine betrachtet
werden. Dann ist die totale Absorptionsrate

1 2me? = R
750 50 —eo —hwp)lAg \Plinl § V) - e 0P (2:85)
E,A

Toon =

Wir verwenden nun
1 dk k? dw w?
— ———dQy = | ——=dQ 5. 2.
I3 ; - / (27r)3d k / (27rc)3d E (2.86)

Damit driicken wir die Absorptionsrate fiir (E ;A) im Winkelraumelement d€ ;. aus:

o~

2me? Wi, 2, 3@ 2
Fo_m;lSedQ,z = 202 (QM)?, XA]AEM |<n|J _k € m|0>\ dQE (2-87)

(k= k /| k| und hwo, = e, —e¢ = hw). Beachte, dass die Intensitét des Strahlungfeldes
fiir eine gegebene Mode definiert ist durch

w4|A1; >\|2 W2‘AE )\‘2 w?c
I o(w) = —FA g = ’ ds . 2.
i (@) (2mc)4 k 272 (2mc)? k (288)
————

X S~——
Energie Linge >

Die Absorptionsrate hingt also linear von der Strahlungsintensitéit ab. Dies ist natiirlich
eine Folge unserer stérungstheoretischen Niherung. Nicht-lineare Ubergiinge kommen
durch kompliziertere Prozesse hoherer Ordnung zustande und sind wichtig in der La-
serphysik (hohe Intensitéiten).

Es ist auch der umgekehrte Prozess moglich, dass ndmlich durch das Strahlungsfeld
ein Ubergang des quantenmechanischen Systems von einem Zustand hoherer Ener-
gie zu einem niederiger Energie ausgelost wird. Wir sprechen dann von induzierter
Emission. Die entsprechende Ubergangsrate berechnet sich in gleicher Weise wie die
Absorptionsrate:
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2me? Wi, o 3P 2
Fn—»O;EedQE T B2e2 (QWLC)s Z [Ag A0l 5 - € g lm)Pd2 (2.89)
A
was offensichtlich identisch ist mit der Absorptionsrate

Fn—>0; k edQ B = F0—>n; k ed® e (290)
Photon-Absorption: Das Strahlungsfeld kann als Schauer von Teilchen (Photonen) be-
trachtet werden. Daher kénnen wir die Absorption als Photon-Absorption betrachten.
Ohne uns vorerst um die Quantisierung der Strahlung zu kiimmern, kénnen wir die
Absorptionrate (2.85) mit Hilfe von (2.75) ausdriicken:

Ar2e? N 5 = o

0w — o —h)|(n § V@0 (291)

Dabei entspricht Nz Fa /L3 der Photonendichte in der entsprechenden Mode. Wir kénnen
auch analog zur Streutheorie hier nun einen Wirkungsquerschnitt fiir die Photonen be-

rechnen. Die Stromdichte der einfallenden Photonen mit k ist JPhoton = Y\ N A NVi )\c/ L3.

Der Absorptionsquerschnitt bei gegebener Frequenz w ist dann

FOHTL; K A =

FO—m,; i 4r2e? > (p) o 2
P @) = 30 = AT S T 0 0P — e~ ) (292)

JPhoton A

Es bleibt uns natiirlich nun noch das Matrixelement (- - -) zu berechnen. Im folgenden
Abschnitt werden wir uns mit einigen wichtigen Nidherungen beschéftigen.

2.2.3 Matrix-Element in der Dipol- und Quadrupolniherung

Wenn wir ein quantenmechanisches System mit Zentralpotential betrachten, ergeben
sich interessante Auswahlregeln. Dies ist der Fall fiir Atome. Die Ausdehnung von
Atomen ist sehr viel kleiner als die Wellenléinge der Strahlung, die absorbiert oder
emittiert wird, d.h. kag < 1, denn hwy, = hke ~ 1Ry = €2 /2aq so dass kag = €2 /2hc =
a/2 = 1/274 . Daher kénnen wir fiir ein Atom, das sich am Ursprung befindet, die
Stromdichte anndhern durch

hsTH)

i ~Z{ (1+ik- 7, --)+(1+iE-Fj+~--)QT;}, (2.93)

wobei wir die Stromdichte fiir viele Elektronen verallgemeinert haben. Wir werden nun
zwei Stufen der Naherung betrachten.

Elektrischer Dipol: Zuerst vernachlissigen wir den Term mit k - 7 ; in (2.93). Fir

das Matrixelement (n| j (5) - €1,10) bendtigen wir daher nur das Matrixelement des
Impulses. Es gilt folgende Beziehung, falls der Hamilton-Operator keine Potentiale
enthilt, die von der Geschwindigkeit abhéngen:

7. (2.94)



Daraus folgt, dass das Matrixelement

> o m S5 7S -
(Y 7y pal0) = Y l(F Ho— HoT ) @g,00)
J J
m > -
= Z%(Eo—f:‘nxn“‘j'@;z,\\m (2.95)
J

durch das Dipolmatrixelement (n| 7 |0) ausgedriickt wird. Somit erhalten wir fiir den
Absorptionsquerschnitt

472 e? -~ .
Oabs(w) = wz [{(n] Z 7€ ,;’/\|0>|25(€n — g9 — hw) . (2.96)
n,\ g

C

Beachte, dass 7 ein Vektoroperator ist, so dass fiir zentralsymmetrische Systeme die
Auswahlregeln (Wigner-Eckart-Theorem) anwendbar sind:

(nlm|Z|n/I'm')y # 0 s U'=Iix1, m'=m
lm|(Z +iy)|nI'm') #0 < UI'=I1+x1, m'=m-1 (2.97)

(nlm|(Z —ig)nI'm') #0 < U'=1+1, m' =m+1

Die Polarisation der Strahlung bestimmt, welche Uberginge zum Zuge kommen. Ins-
besondere fiihrt zirkuldr polarisierte Strahlung (€', = (1,+£i,0)/ V2 fiir k|| 2) zur
Anderung der (magnetischen) Quantenzahl m, d.h. der Drehimpuls des Strahlungsfel-
des (Photons) wird auf das Atom iibertragen.

Dipol-Summentregel: Fiir den Dipolabsorptionsquerschnitt eines Systems mit N Elek-
tronen gilt folgende Summenregel:

e 272e?
dwo gps(w) = N . 2.98
| o) = 2 (299)
Beweis: Wir gehen vom Kommutator
[P e, R &= [pi ¢ 7; & =—ihy 6;=—ihN (2.99)
(2] ]

aus, wobei @-& = lund P = Z;\Ll 1A5’j und R = Zjvzl %j. Mit Hilfe der Beziehung
S .m

P =
ih

erhalten wir fiir einen beliebigen Zustand |0)

~

(R, [ (2.100)
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—ihtN= (0{ P -éR -&é— R -&P -&}0)

|
—N
—~
=)
=
9]
2
El
]!
)
o
I
=
B
§Y)
2
El
=
™)
)
——
—~
N
—_
s}
=
S~—"

2m
- - R - 2J0))%.
i = ollnl B - e
Daraus folgt direkt die Dipolsummenregel. Diese ist nur anwendbar solange keine Po-
tentiale vorhanden sind, die von der Geschwindigkeit abhéngen.

Magnetischer Dipol und elektrischer Quadrupol: Nun betrachten wir die néchsthohere
Korrektur in (2.93). Wir nehmen nun folgende Zerlegung fiir diese Korrektur vor:

~ - { o S5\ 7 S 2SS o
7P Eiy = oS (i B T+ (R FF )}
J
[ > 5 00
= 5 2 (K x @) (7% 9y)
i R F
+RZ Z klt(em)”{rjupjqupjz/?"ju
i ww={z.y.z}
Ty Din+ PinT v} (2.102)

Der erste der beiden Terme enthélt den Drehimpulsoperator

- ~ = 9me =
ijxﬁJ:L:%M, (2.103)
J

wobei M dem orbitalen magnetischen Moment entspricht. Daher erhalten wir aus
diesem Term das Matrixelement

£
he
das den magnetischen Dipoliibergang beschreibt. Beachte, dass dieses Matrixelement im
Vergleich zum elektrischen Dipoliibergang cirka um einen Faktor o = 1/137 reduziert
ist.
Der zweite Term in (2.102) kann mit Hilfe der Beziehung

(K x &7,)- (n] M |0), (2.104)

~

~ o~ ih . PR
[TjurjwHO]:E(Tj;ijuJijuTju) (2-105)

umgeformt werden, und das resultierende Matrixelement ist dann

En

1 . ~ o~ - — &0 . ~ o~
?ﬁzk”(e EA)uZ(W[M;ﬂ”ju,HoHn): on Zku(eg,\)u<0|z7"jurju|n>,
v v J

J

1 -
= {01 Q k)
(2.106)
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wobei
. L 1. ~,
QW:eZ TjuTjV_g(S;wTj (2.107)
J

der Operator des elektrischen Quadrupolmomentes ist. Der zweite Term in @ v gibt
keinen Beitrag, da k-é 7y = 0. Hier ergibt der Vergleich mit dem elektrischen Di-
poliibergang eine Reduktion von ~ kag ~ « falls €, — g ~ 1Ry.

2.2.4 Quantisierung des Strahlungsfeldes

Wie schon frither erwdhnt wurde, konnen wir das Strahlungsfeld auffassen als Mo-
den (k,A), die mit einer gewissen Zahl von Photonen, N |, "besetzt” sind. Diesen
Vielphotonenzustand schreiben wir in der Form eines Besetzungszahlzustandes

NG N N o) (2.108)

dessen Energie gegeben wird durch Epj, = > ;N R he| k j|. Bis anhin haben wir uns
nicht darum gekiimmert, was mit dem Strahlungsfeld bei einem Ubergang passiert,
da das Strahlungsfeld nur als von aussen gegebenes Potential auftrat. Dies &ndert
sich jedoch, wenn wir von Photonen sprechen, bei denen es sich auch um quantenme-
chanische Teilchen handelt. Wie wir bereits frither gesehen haben, ist der Ubergang
eines Atoms von einem Zustand zum anderen mit der Vernichtung oder Erzeugung
eines Photons verbunden. Dies ist die Basis von Einsteins Quantenhypothese fiir den
photoelektrischen Effekt wie auch der Atomspektren von Bohr. Wir werden daher die
Theorie der Wechselwirkung zwischen Materie und Strahlung um das Konzept der
Photonabsorption und -emission erweitern.

Kanonische Quantisierung: Wir starten noch einmal von der Gleichung fiir das freie
Strahlungsfeld:

1 82 = o T/ -
mit der Losung (Coulomb-Eichung V - 4 = 0),
1= 1 — ik -7 * — % —i_:~?
A(7t) = \/?Z {qEA(t)e E’Aelk "4qr,(t)e A€ ket } (2.110)
EA

mit gz \(t) = Ap, e " gemiss (2.70). Diese Variable erfiillt die Gleichung eines
harmonischen Oszillators,

d? 9

Eq,;/\-kwéqm:o. (2111)

Das elektrische und magnetische Feld sind,
E(7. )= A=Y g, & {q;k(t)e*,he“” - q’;;Ag’;he—iw} ,

B(71) = 7 X {ama @ x &5 )™ — gz (0(F x &% JemiFr}
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Damit driicken wir nun die Energie des Strahlungsfeldes aus:

71 3 2 D2\
Esp—g/d’l"(E +B )—Z

)

4?22 {qﬁx(t)q%(t) +Q’§;A(t)qm(t)} (2.113)

Die Energie ist eine Summe unabhingiger Moden, fiir die wir nun neue Variablen
einfiithren:

1 . d i .
Qin= Wit dgy)  wd - Pry= 20, =———wiplag, — dg)
(2.114)
wodurch wir die Energie neu ausdriicken als,
L 9 2 12
ESF:ZHE7)\:Z§(PEA+WE 2 ) (2.115)
kA kA

Jede Mode besitzt eine Hamilton-Funktion, die einem eindimensionalen harmonischen
Oszillator entspricht (Qj, als Orts- und Py, als Impulsvariable). Nun wenden wir
das Korrespondenzprinzip an und betrachten die Variabeln @ und P als Operatoren
mit der Kommutationsrelation

[Q a0 Pon] = i85 6o (2.116)

Geméss der Standardmethode fiir harmonische Oszillatoren (Kap. 1.4.8) fithren wir
nun folgende (Auf-/Absteige-)Operatoren ein,

~

wp Q) +iP g Wi o
- N TN (2.117)
2hw 2mhc?

Q)

)
£
>

)

A:
wr@ gy, —tPy wy
A EWENTY RN E_gt (2.118)
FA 2 \ 27hcz 1ia

die folgende Kommutationsrelationen erfiillen:

+
|

)

[k, J=0p o, [apnapyl=[at,.a%,]=0. (2.119)

Daraus folgt fiir den Hamilton-Operator (Strahlungsfeldenergie):

~ ~t o~ 1 ~ 1

Hsp=) hwg (@b ap+5) =D hwp (Np+y) - (2.120)
kA E A

N i ist der Zahloperator fiir die Photonen in der Mode (E , A). Die stationiren und
normierten Eigenzustdnde dieses Hamilton-Operators sind gegeben durch

---(?iﬂ )NEA,__<ET4 >N’;2>\2 (’[it )N’_@Ml
kX koXg k11 —

—

~ TN - 1
kFiA17 T koXg®

=|Nz , N: ...N

AL (2.121)

IZA"'>’

Es gilt auch
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EA|NE1A1NE2,\2"'NEA"'> = \/NIS,\|NEV\1NE2A2"'NEA_I"'>’

N -

ix 1N, Npy+1--1).

(2.122)

El)\lNEQAz'.. k2)\2

Feldoperatoren: Wir kénnen damit auch das Vektorpotential als Operator schreiben.
Diesen bezeichnet man als Feldoperator,

[2 h2 c e
() ﬁZ ZAC ’“'T+a%Ae}Ae*’k'T}, (2.123)

womit wir nun den Hamilton-Operator H x nheu schreiben kénnen. Wir beschrénken
uns auf die Kopplung des Feldes an die paramagnetische Stromdichte,

7/
HK

e Fo . A

2mhe? ~(> DS Z(p) o ot
= WZ’/ o ot e at b

Diese Neuformulierung unter Einbezug der Strahlungsquantisierung ist eine Vorweg-
nahme der zweiten Quantisierung, die wir in Abschnitt 2.4 behandeln werden, wo wir
uns mit Vielteilchenproblemen beschéftigen werden.

Photon-Absorption und -Emission: Tatséchlich erlaubt uns die Strahlungsquantisie-
rung neue Aspekte der Wechselwirkung zwischen Materie und elektromagnetischer
Strahlung zu diskutieren. Betrachten wir zunéchst den Fall der Absorption. Dies ent-
spricht dem Ubergang zwischen zwei Zustéinden:

;N o, Na) = I Ng s Ny —1--9) (2.125)

mit fiwy = e, —go > 0, d.h. ein Photon der Mode (E,A) wird absorbiert. Das Matri-
xelement der Ubergangsrate zerfillt in zwei Teile:

<n ]Vkl/\1 . NEA_l ‘H/K|O7Nk1)\1 NEA>
e 2rhe? , Sy L
o <n|j-z€'el€x|0>
*<NE1A1...N];»>\ |ak/\‘Nk1>\1 NE/\> . (2.126)
=V Niax
Somit ist die Ubergangsrate
4m2e?
Loniin=— g3 1(n \J €0V PN (e — g0 — hw) | (2.127)

identisch mit dem fritheren Resultat (2.91)
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Analog berechnen wir die Photonemissionsrate mit dem Matrixelement

<03NE1A1"'NEA+1"‘|H/K‘”5NE1,\1"'NE,\"'>
e 2rhe? |, S ()
- 76\/? 20.)];‘ <O|j P efg')\|n>
~t
*<NE1)\1"'NEA+1”'|GE)\‘NE1A1”'NEA"'>7 (2.128)
=y Ngatl
woraus sich die Emissionsrate ergibt
42e? S o
Tooir = g5 0172 - &5, P (N gy + 1)d(en — 0 — hw) . (2.129)

Im Gegensatz zur Diskussion mit dem klassischen Strahlungsfeld finden wir hier, dass
die Absorptions- und Emissionsrate unterschiedlich sind. Der Faktor N iat 1 lasst
sich zerlegen in den Teil N B der von der Photondichte abhéngt und die induzier-
te Emission beschreibt, und der 71”7, die nicht vom Strahlungsfeld abhingt und als
spontane Emission interpretiert wird. Dieser Aspekt war in der Behandlung mit dem
klassischen Strahlungsfeld nicht enthalten. Erst das Konzept der Photonen (ein Uber-
gang entspricht der Absorption oder Emission eines Photons) erlaubt es uns iiber
spontane Ubergéinge zu sprechen, wenn also die Strahlung miteingeschlossen ist in
das quantenmechanische System und nicht bloss als dusseres zeitabhéingiges Potential
auftritt. Man kann die spontane Emission auch als durch Vakuumfluktuationen (die
“Nullpunktsstrahlung” der Photonen) induziert betrachten.

2.2.5 Absorption und Emission von Photonen nach Einstein

Schon vor der Entwicklung der modernen Version der Quantenmechanik hat Einstein
im Jahre 1917 aus der Annahme der quantisierten Absorption und Emission der Strah-
lung erstaunlich viel der oben erwahnten Zusammenhénge herleiten kénnen.

Die mittlere Anzahl Photonen in der Mode (E ,A) ist im thermischen Gleichgewicht
gegeben durch

B 0 Arp—Nhe|k|/kpT 1
N, = 2N S — (2.130)
; %, e~ Nhelk/ksT ehelk1/kpT _ 1
mit kp als Boltzmann-Faktor. Die mittlere Energie ist folglich
- he| k
Ep,=hek|N;, = o ¥] (2.131)

ehelk|/ksT _ 1

Die Strahlung in einem Hohlraum steht im Energieaustausch mit den Winden, die
aus Atomen in verschiedenen Energieniveaus bestehen. Die relative Verteilung der
Atomzustinde, die durch Uberginge induziert durch die Mode der Frequenz wy, = c| k |
miteinander verbunden sind, wird im Gleichgewicht durch eine Boltzmann-Verteilung
bestimmt:

Pn efEn/k:BT

B T (2.132)
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Dabei entspricht die Energie g9 dem Zustand |0) und ¢,, dem Zustand |n), mit hwy =
En —E€0-

Wir kénnen nun die Absorption und induzierte Emission von Photonen durch die
folgenden Ratengleichungen beschreiben:

dN;
(’“) = —BN; P, (2.133)
dt abs ’
AN
= +BN; Py, (2.134)
dt ind—em ’

wobei B ein reeller positiver Koeffizient ist. Die Raten sind proportional zur mittleren
Zahl der Photonen und der Wahrscheinlichkeit Atome im Zustand |0) (Absorption)
beziehungsweise |n) (Emission) zu finden. Da P, < Py, gilt

dN 7 dN 7
kA kA
. . 0 2.135
< dt >abs * ( dt >ind—em # 7 ( )

so dass im Laufe der Zeit die Zahl der Photonen kontinuierlich abnehmen wiirde und
natiirlich auch die Verteilung der Atomzusténde nicht mehr dem Verhéltnis in (2.132)
entsprechen wiirde. Offensichtlich benétigen wir fiir das thermische Gleichgewicht eine
zusétzliche Emissionskomponente. Diese entspricht der spontanen Emission, gegeben
durch

dN ;
( ’“) = AP, (2.136)
dt spont—em

und ist unabhéngig von der Zahl der vorhanden Photonen. Mit dem zusétzlichen Ko-
effizienten A haben wir geniigend freie Variablen, um das thermische Gleichgewicht zu
gewahrleisten.

:<dN/$,,\> _|_<dN/€,,\) +(dNE7/\>
dt abs dt ind—em dt spont—em

(2.137)
= BN (P, — Py) + AP,.
Diese Gleichung wird gelost durch,
Ngy=Np, wd A=BN;, (e(sn—sw/kBT _ 1) =B (2.138)
so dass die Emissionsrate die Form hat,
ANy
— kA = AP,(N; , +1), (2.139)
dt total—em ’

was genau dem Resultat unserer fritheren Diskussion (2.129) entspricht. Nun wird auch
klar, wie die Einstein-Koeffizienten A und B mit dem Matrixelement der Goldenen
Regel zusammenhéngen.

Spontane Emissionsrate im Wasserstoff-Atom: Wir betrachten als Beispiel den spon-

tanen Ubergang |2p) — |1s) im Wasserstoff-Atom in der elektrischen Dipolniherung:
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Alles zusammengenommen ergibt sich

3 2
2"‘}2])7156

= 0.55a3 ~ 6 x 10%s™1 = Zerfallszeit 7~ 10"%s (2.140)
C

F2p4>13 =

Wenn wir diese als Linienbreite des angeregten Zustandes betrachten, dann ergibt sich

I’

—— ~4x1078, (2.141)
E2p — €15

d.h. die Verbreiterung der Absorptionslinie durch spontane Zerfélle ist dusserst klein.

2.2.6 Lichtstreuung

Wir werden nun untersuchen, wie elektromagnetische Strahlung durch geladene Teil-
chen gestreut wird, wobei wir hier auch die Teilchennatur der Strahlung mitberiick-
sichtigen wollen. Das bedeutet, dass wir uns fiir Prozesse interessieren, bei denen ein
Ubergang zwischen einem Anfangs- und einem Endzustand der folgenden Form statt-
findet:

|0; Nk,\’NE/,,\/:O> —>|n;NE, —1,N;

VST (2.142)

Aus dem Hamilton-Operator (2.81) lesen wir ab, dass solche Prozesse in erster Ordnung
moglich sind mittels des Terms

1= gomy [0 2P A (7 2143)

2me

und in zweiter Ordnung (via Zwischenzusténde) durch dem Term

HH——g [ F0m)- A re [@renm)an (2.144)
L /k A
’,/’(k',ll Vi
\m
I II

Diese graphische Darstellung beschreibt die beiden Prozesse als sogenannte Feynman-
Diagramme. .

Wir betrachten zundchst den Beitrag von H ;. Das Matrixelement, dass wir berechnen
miissen, ist
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MI :<n;N];’)\_17NE/’>\/:1|]§I|O;N" N+

Ex ko — 0)

62 L - ~
- 2m02 /dgr <ﬂ‘p(7‘)|0> <NE7)\ - 17N]_€",)\' = 1| A (r)2|NE,)\’NE’7A/ - O>
2mhe? S R
:2 NEAGE)\.GEI)\/e( )

L3vVww'

(2.145)
wobel w = ¢| k| und w’ = ¢| k’| bezeichnet, und wir (2.123) verwendet haben. Ferner
ist

2

ro = —— =28 x 10" Bem (2.146)
mc

der klassische Elektronradius. Damit ergibt sich fiir das Matrixelement

2mhe?
e ; (2.147)

My =105y [NE P |00 € s €

mit p j als Fouriertransformierte von p (7). Die Ubergangsrate ergibt sich aus der
Goldenen Regel

ZNEA

_ 27 2mhrgc? 5 — — %
FOHn;(E,)\)H(E’,A/) = 75(604‘7&)—6”—%/)( L30 ) — |6E)\' QE’A/|2
#(nl P ;5,100
(2.148)

Wenn wir nun die Streuung der Photonen in einen gewissen Raumwinkel d€);, um

k' betrachten und mit der Stromdichte der einfallenden Photonen normieren, Jph =
cNp/ L3, dann finden wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do qw' k42 ~ 2
dQE/ :T‘O;le%)\.eEIAJ |<n|p];7];;"|0>‘ : (2149)
Wir nehmen nun an, dass die Photonenergie sehr viel grosser ist als die Bindungsenergie
der Elektronen zu den Atomen. Dann diirfen wir die Elektronen als frei betrachten.
Fiir ein einzelnes Elektron ergibt sich

(P r_w10) =054 g0 ks (2.150)
wobei der Impuls des Elektrons von /i ¢'g in i G, iibergeht. Der differentielle Wirkungs-
querschnitt ist dann

/
do'qﬁo%tfn oW

— — 2
e P S DY

Wenn wir iiber alle ¢, (Elektron-Endzustand) summieren, ergibt sich fiir die Photo-
nenstreuung

o frt 2151)

(2.152)

als die Wahrscheinlichkeit, bei festem Einfallswellenvektor k ein gestreutes Photon im
Raumwinkel d2;;, um k'’ zu finden. Dies ist die sogenannte Thomson-Streuung, die
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dem nicht-relativistischen Grenzfall der Compton-Streuung entspricht. Offensichtlich
ist die Streuung am stérksten, wenn sich die Polarisation nicht &ndert. Es muss jedoch
beachtet werden, dass die Polarisation immer senkrecht auf der Propagationsrichtung
der Photonen steht.

Nun wenden wir uns den Termen zu, die Streuung in zweiter Ordnung, via einem Zwi-
schenzustand, ergeben. Anstelle des Hamilton-Operators H ;5 verwenden wir jedoch
eine modifizierte Form: Wir schreiben den Hamilton-Operator um, indem wir folgende
Eichtransformation vornehmen.

X(F ) == A(F 1) = AT = A7) == 1, VAT, 1).
y7i

1, 0A _
"(Ft)==-T+-——=—7- E(7,t).
= ¢4}¢(T3) Cr 8t r (T,)
(2.153)
Aus (2.81) ergibt sich dann
~ e~ ~ R . - R L
HU:—/dSTZE]LP)TVVMA,,(T,t)—e/dgr 7 E (7, t)p(7), (2.154)
W,V
wobei
e 1O hwp (o iRt
E(T’t>__E§A(T’t>_C L3Z 5 {am\eg}\e —|—h.c.}
EA
(2.155)

In (2.154) ist der erste der beiden Terme um « kleiner als der zweite, auf den wir
uns nun beschréinken werden. Wir betrachten das Matrixelement fiir den Ubergang
zwischen den Zusténden |0) und |n), wobei wir {iber einen Zwischenzustand |m) gehen.
Dies ergibt ein Matrixelement zweiter Ordnung in H

M _ <n;NE,A717NE’,>\’:1|ﬁIIlm;Nfc’,)\717NE',)\’:0><m;NI;,)xil’Nk’,)\':O‘ﬁII‘O;NE,A’NE',A’:O>
0—n — Zm eot+hw—em+in
(MiNg \=LNg, =1 HilmNg N =0 (miNg Nz, =1 H1|GN; N, =0)
+ Zm eo—hw’ —em+in ’

(2.156)
wobei wir zwei mogliche Formen der Zwischenzusténde haben, wie in der obigen Figur
illustriert wurde (n = 04). Entweder wird zunéchst ein Photon in der Mode (%, )
absorbiert und dann eines der Mode ( k', X') emittiert, oder es wird zuerst das letztere
emittiert und dann das erstere absorbiert.

Mit der Niherung e** ™ ~ 1 erhalten wir
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o LA LR L] R - ep,00
— g0+ hw—epm +1in (2.157)
+<n| R - &p,lm)(m| R - &%, 0)
g0 — hw' —epm + 11
wobei R = > j 7 j- Die Goldene Regel fiithrt auf
2m , 9
Loy = (Fra = ?5(50 + hw —en — hw')[Mo—p|” (2.158)

Falls wir I" durch den Strom der Photonen in der Mode (E, A), Ni )\C/L‘g, dividieren,
erhalten wir den differentiellen Wirkungsquerschnitt:

oo et (n| B &%, Im)(m| & -& ; ,[0)
ng T Zm eot+hw—em+in
_ — ) (2.159)
Ll E 2 mml B -7, 0)

€g— hw' —em + 11

Diese Form der Streuung wird Raman-Streuung genannt und ist ein wichtiges Ver-
fahren der Spektroskopie in der Festkérperphysik. Hier kénnen Ubergéinge beobachtet
werden, die in der einfachen Photonabsorption/-emission verboten sind. Beachte, dass
die beiden Zusténde |0) und |n) die gleiche Paritét haben, wihrend die Zwischen-
zustdnde die andere Paritdt aufweisen. Daher gibt es keinen direkten Dipoliibergang
zwischen |0) und |n). Ferner sind Resonanzen in der Raman-Streuung mdoglich, wenn
h' = e, — €9 oder hw =~ ¢, — €o.

Man bezeichnet

>0 Stokes-Streuung

fw — hw' = ¢, — &g (2.160)
< 0 Anti-Stokes-Streuung
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Wihrend wir im Atom Ubergéinge zwischen verschiedenen Energieniveaus untersu-
chen koénnen, sind in Festkorpern die Gitterschwingungen (Phononen) wesentlich. Ein
Raman-Streuprozess ergibt eine Stokes-Linie (Anti-Stokes-Linie), wenn ein Phonon
erzeugt (absorbiert) wird.

Zum Abschluss mochten wir noch den Grenzfall elastischer Streuung untersuchen, d.h.
w = ' und e, = g wihrend ¢, — g9 > hw. Unter dieser Bedingung ergibt der
differentielle Wirkungsquerschnitt (2.159):

do :w4§ 3 (n| B - &%, Im)(m| R - @¢,|0)+ (n| B - &, lm)(m| B - &%,
sy’ ct p—
m
(2.161)

d.h. wir erhalten elastische Streuung der Photonen, die proportional zur vierten Potenz
der Frequenz ist. Dies ist die sogenannte Rayleigh-Streuung, die Lord Rayleigh klassisch
hergeleitet hatte. Die elastische Photon-Streuung ist also ultraviolett-dominiert. Damit
verstehen wir, wieso der Himmel blau erscheint (blaues Licht wird maximal gestreut)
und die Sonne am Abend rot erscheint (rot wird am wenigsten an der direkten Passage
durch die Atmosphére gehindert).
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2.3 Identische Teilchen - Fermionen und Bosonen

Bisher haben wir uns meist mit quantenmechanischen Systemen beschéftigt, die nur
aus einem Teilchen oder aus unterscheidbaren Teilchen bestehen. In der Natur gibt es
jedoch Systeme mit vielen Teilchen. Falls es sich um identische Teilchen handelt, treten
interessante neue Probleme auf, die wir in der klassischen Mechanik nicht kennen. Zwei
Teilchen heissen identisch, wenn sie keine messbar unterschiedlichen Eigenschaften
haben. Wihrend in der klassischen Physik identische Teilchen immer unterscheidbar
bleiben, da wir im Prinzip die Trajektorie jedes Teilchens verfolgen kénnen, ist ein
solches Verfahren in der Quantenmechanik nicht moglich. Wenn die Wellenfunktion
zweier identischer quantenmechanischer Teilchen (Wellenpakete) iiberlappen, dann ist
es nicht moglich, ihre “Trajektorien” zu unterscheiden. Dies hat weitreichende Folgen,
wie wir bald sehen werden.

T ' ril

klassisch quantenmechanisch

2.3.1 Statistik und Paulis Ausschliessungsprinzip

Fiir ein quantenmechanisches System identischer Teilchen muss der Hamilton-Operator
in allen Freiheitsgraden (Koordination, Spin, ...) symmetrisch formuliert werden, da-
mit er unter der Vertauschung der Teilchen invariant bleibt. Daher kommt der Vertau-
schung oder Permutation der Freiheitsgrade eine wichtige Bedeutung zu. Wir fithren
hier die Permutationsoperatoren ein, die wir aus Transpositionen (Vertauschung zweier
Elemente) aufbauen kénnen. Wenn ein Transpositionsoperator auf die Wellenfunktion
von N Teilchen angewendet wird, hat er die Wirkung

Pi(l,.. iy gy s N) = (1, Gy sy N (2.162)

wobei wir hier die Kurznotation ¢(1,..., N) = (71, s1,... 7N, sny) verwendet haben
(s;: Spinindex). Die Transpositionsoperatoren ]3ij sind Elemente der Permutations-
gruppe Sy und erzeugen als Produkte alle N! Elemente.

Die Wirkung von ﬁij auf Operatoren A\(l, Ny =A( 7 1 51, S15...3 %N, ]Ai’N, SN)
ist definert als

~

Py A, .. i,....jo...,N)Pyy= A(,....4,...,i,...,N). (2.163)

Beachte dass (ﬁij)_l = ]3” Da der Hamilton-Operator symmetrisch unter der An-
wendung von P ;; ist, gilt

131



[Py, H]=0 (2.164)
fiir 1 <4,7, < N. Daher folgt, dass fiir alle stationéiren Zusténde |¢) (ﬁ |y = E))

H Pyl =Py H|p) = EP ;). (2.165)

Wir kénnen natiirlich |¢) auch glelchzeltlg als Eigenzustand von P, ; wéhlen. Da

P2 1 , folgt, dass die Eigenwerte von P” 41 und —1 sind, d.h. wir haben sym-
metmsche und antisymmetrische Zustinde unter der Vertauschung der Teilchen ¢ und
j.

Betrachten wir das einfachste Beispiel zweier identischer Teilchen (N = 2). Die Eigen-
zustdnde werden durch folgende Wellenfunktionen ausgedriickt:

Uo(1,2) = H{e(1,2) + (2, 1)} mit Piot(1,2) = +45(1,2)
R (2.166)
$a(1,2) = 5{¥(1,2) = (2,1)}  mit  Piata(1,2) = —tha(1,2)

Man findet empirisch, dass je nach Art der Teilchen nur die symmetrische oder nur die
antisymmetrische Form der Wellenfunktion realisiert ist. Der Unterschied héngt mit
dem Spin der Teilchen zusammen. Wir unterscheiden zwischen ”Bosonen”, Teilchen
mit ganzzahligem Spin, und ”Fermionen”, Teilchen mit halbzahligem Spin.

Teilchenart P Spin Beispiele
Boson symmetrisch 0,1,2,... VT Qe
Fermion antisymmetrisch %, %, 37 oo | ey, pm

+¢(1,...,4,...,4,...,N) fiir Bosonen

Oy e yiyessdyennim) = . (2.167)
—(1,...,4,.yi,...,N) fiir Fermionen

Diese Eigenschaft der Wellenfunktion &ndert sich nicht unter ihrer zeitlichen Evolution,
denn P;; ist ein Symmetrie-Operator des Systems.

Zusammengesetzte Teilchen: Quantenmechanische Systeme wie Atome, die aus mehre-
ren elementareren Teilchen zusammengesetzt sind, verhalten sich als ganzes genommen
auch entweder wie Fermionen oder wie Bosonen. Dabei gilt die Regel, dass ein solches
zusammengesetztes Teilchen ein Fermion ist, falls es eine ungerade Zahl von Fermionen
enthilt; sonst ist es ein Boson. Die Zahl der enthaltenen Bosonen spielt dabei keine
Rolle. Zum Beispiel ist das Wasserstoff-Atom, aus einem Elektron und einem Proton
(also zwei Fermionen) bestehend, ein Boson. Das Deuteron, das noch ein zusétzli-
ches (fermionisches) Neutron enthélt, ist hingegen ein Fermion. Genauso lassen sich
fermionische und bosonische Helium-Atome unterscheiden, wobei die ersteren einen
Kern aus zwei Protonen und einem Neutron besitzen (*He), wihrenddem die letzteren
noch ein zusitzliches Neutron enthalten (*He). Zusammen mit den beiden Elektronen
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ergibt dies ein Fermion beziehungsweise Boson. Dies hat weitreichende Folgen fiir die
Quanteneigenschaften der beiden Helium-Isotope: wenn sie in grosser Zahl vorkommen,
bilden sie sehr unterschiedliche Quantenfliissigkeiten.

Wir zeigen hier diese Teilcheneigenschaften am Beispiel von zwei Wasserstoff-Atomen
mit der Wellenfunktion (71, ﬁl; 7o, ég), wobei 7; und ﬁi die Koordinate des
Elektrons beziehungsweise Protons des i-ten Atoms ist (inkl. Spins). Nun gilt fiir die
Vertauschung der Teilchen (beachte, dass es nur Sinn macht, identische Teilchen zu
vertauschen):

— — —

¢(F17R1;F27R2) = 7¢(F27R’1;F15R2):7¢(F17EQ;FQaﬁl)
= (72, Ro; 71, R1), (2.168)

d.h. wenn wir die beiden Atome als ganzes vertauschen, dann verhalten sie sich wie
Bosonen. Jedoch bleibt der fermionische Charakter der Elektronen und Protonen er-
halten.

Zwei Spin-1/2-Fermionen: Nun betrachten wir zwei Fermionen mit Spin 1/2, z.B. zwei
Elektronen. Ihre Wellenfunktion hat einen Orbital- und einen Spinanteil: ¢(1,2) =
(71,815 Fa,82) = f(71, T2)x(s1,82). In Abschnitt 1.6.4 haben wir gesehen, dass
wir Spinzusténde von zwei S=1/2 in Singulett (S=0) und Triplett (S=1) klassifizieren
konnen. Die entsprechenden Wellenfunktionen haben die folgenden Vertauschungsei-
genschaften:

Singulett:
Xl = =D =D mit xolsa,s) = —xolsus2)  (2169)
antisymmetrisch
Triplett:
()
xi(s1,82) = 511 + (11)] mit  xi(s2,81) = +x1(s1,82)  (2.170)
(L) symmetrisch

Die Gesamtwellenfunktion muss natiirlich antisymmetrisch unter der Vertauschung der
beiden Elektronen sein. Daraus folgt, dass

f(71,72) = +f(72,71) Spin-Singulett
(2.171)
f(71, 7o) =—f(72, 71) Spin-Triplett

Diese Eigenschaft hat eine wichtige Konsequenz fiir Fermionen. Wenn die beiden Elek-
tronen den gleichen Spin besitzen, sind sie zwangsldufig im Spin-Triplettzustand und
sind folglich véllig identisch (selbst durch ihren Spin nicht unterscheidbar). Daher be-
sitzen sie eine antisymmetrische orbitale Wellenfunktion mit

(7, s;7,s) =0 (2.172)
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so dass zwei identische Fermionen (Elektronen) sich nicht am gleichen Ort befin-
den kénnen. (Bosonen haben in dieser Beziehung kein Problem.) Dies ist das Pauli-
Ausschliessungsprinzip, welches allgemein formuliert aussagt, dass keine zwei (iden-
tischen) Fermionen sich im gleichen Zustand befinden kénnen. Dieses fundamentale
Prinzip bildet die Grundlage fiir das Verstdndnis der elektronischen Struktur der Ato-
me sowie der kondensierten Materie.

2.3.2 Unabhingige identische Teilchen und ihre Wellenfunkti-
on

Ein System N identischer Teilchen in einem Potential V', die nicht untereinander wech-
selwirken, ldsst sich durch den Hamilton-Operator

~

H=SN"H;, mit H=—24+V(7), (2.173)

N
j=1

beschreiben. Die Zustédnde jedes Teilchens bilden einen separaten Hilbertraum und das
Gesamtsystem entspricht dem Produkt-Hilbertraum. Daher ist jeder Zustand des N-
Teilchensystems als Produktzustand darstellbar. Insbesondere bauen die stationéren

Zusténde von H auf den stationédren Zustdnden von H ; auf:

iju("?jasj) :Qﬂ%(f'j,sj) (2174)
({¥,.}: VONS), woraus sich ergibt, dass die Produktwellenfunktion

U(l,...,N) =, (71,51) up (TN, 5N) (2.175)
cine Eigenfunktion von H ist mit der Energic E = Z;V:1 €., Diese Wellenfunktion
¥(1,...,N) hat weder fiir Bosonische noch fiir Fermionische Teilchen die erforderlichen

Symmetrie-Figenschaften.
Im Falle von Bosonen sollte die Wellenfunktion komplett symmetrisch unter der Ver-

tauschung der Teilchen-Koordinaten (7, s;) sein. Daher sollten wir eine Symmetri-
sierung der Wellenfunktion vornehmen:

\IIB(]-a .. 7N) = Z ﬁwﬂl(Flasl) : "w#N(FNVSN)v (2176)
ﬁ €SN
wobei die Operatoren P der Permutationsgruppe Sy die Vertauschungen der allge-
meinen Koordinaten (inklusive Spins) bewirken.

Andererseits sollten die Fermionen eine total antisymmetrische Wellenfunktion haben.
Dies wird durch Antisymmetrisierung erreicht:

Up(l,...,N)y= Y sgn(P) P, (71,51) Uuy (TN, sn). (2.177)

p €SN
Dabei ist sgn( P) das Vorzeichen der Permutation P: +1 (—1) falls P aus einer ge-
raden (ungeraden) Anzahl von Transpositionen P ,;; zusammengesetzt werden kann

(diese Definition ist eindeutig). Diese Form kann auch durch eine Determinante aus-
gedriickt werden.
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wlh (1) e ¢m (N)
Up(l,...,N) =Det : : . (2.178)
wHN(1> ’(/}MN (N)
Dies ist die sogenannte Slater-Determinante fiir Fermionen.
Fiir die Norm der beiden Wellenfunktionen finden wir:

(Up|Wp) = Nlng! - nul, (2.179)

(Up|¥p) = NI, (2.180)

wobei n,; die Zahl der Teilchen im Zustand j; bezeichnet. Beachte, dass die Form von
U mit sich bringt, dass ¥ = 0, wenn zwei oder mehr Zusténde p; identisch sind (—
Pauli-Prinzip). Beachte, dass der Zustandsindex p; auch den Spin einschliesst, z.B.
Y, (7,85) = (7', 55|15), was einem Spinor entspricht.

Grundzustand fiir Bosonen: Im Falle der Bosonen kann ein Zustand mit beliebig vielen
Teilchen besetzt sein. Infolgedessen erhalten wir den Grundzustand, wenn alle Teilchen
den Einteilchenzustand niedrigster Energie annehmen.

\I/Bo(l,,n):wo(].)wo(N) = E = N¢y (2181)
Dies ist unabhéngig vom Spin der Bosonen (S =0,1,2,...).

Grundzustand fiir Spin-1/2-Fermionen: Da der Hamilton-Operator nicht explizit spi-
nabhéngig ist, ist das Spektrum entartet. Jeder Energieeigenwert ¢; hat Entartung
zwel, d.h. fir | T) und | |). Fiir den Grundzustand werden nun sukzessive die Zusténde
von der kleinsten Energie an mit je zwei Fermionen (T und |) gefiillt. Dies ergibt die
Energie

N/2
QZ €; N gerade
j=1
E= (2.182)
(N-1)/2
2 Z € T €(N+1)/2 N ungerade
=1

Wihrend fiir gerade N der Grundzustand nicht entartet ist, ist die Entartung zweifach
fiir ungerade N, da das letzte Fermion beide Spins annehmen kann. Wir sprechen von
einem Singulett beziehungsweise Duplett. Ein bekanntes Beispiel, das wir im néchsten
Kapitel eingehender betrachten werden, ist das Gas freier Elektronen, das sogenannte
Fermigas, das ein gutes Modell fiir einfache Metalle darstellt.

2.3.3 Streuung identischer Teilchen

Wir betrachten zwei wechselwirkende Teilchen mit unterschiedlichem Impuls, die durch
gegenseitige Streuung um einen gewissen Winkel 6 aus ihren Bahnen abgelenkt wer-
den. Da ihre Wellenfunktionen wiahrend des Streuprozesses iiberlappen, kénnen wir
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ihre Trajektorien nicht mehr unterscheiden. Wir kénnen uns daher zwei mogliche “Tra-
jektorien” vorstellen.

Identische, spinlose Bosonen: Die Wellenfunktion des Zwei-Bosonen-Systems kann ge-
schrieben werden als

¢(7:'17 7:'2) _ eiﬁ'(F1+F2)/hw(F), (2.183)

wobei p den Schwerpunktsimpuls und 7 = 71 — 75 die Relativkoordinate bezeichnet.
Fiir Bosonen gilt, dass ¢(7) = +¢(— ) gerade ist unter Vertauschung von 1 und 2.
Wir betrachten nun die asymptotische Form der Wellenfunktion:

L L ikr
() = BT+ e ET L [£1(0) + fulm - 0)] (2.184)
fiir r — oo. Damit ist die (symmetrische) Streuamplitude
Jis(0) = fi(0) + fir(m —0), (2.185)

und der differentielle Wirkungsquerschnitt (die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen
um den Winkel 6 aus seiner Bahn abgelenkt wird) ist gegeben durch

90 < 11s(0) + Fulr — O = (O +|fslx — 0) +2Re{ f1(0)fx — )}, (2186)

d.h. wir erhalten einen Interferenzterm zwischen den beiden moglichen Trajektorien.
Beachte, dass fiir den Winkel 0 = 7/2,

do

ol = Uh2R, (2.187)

/2

der Interferenzeffekt einen Faktor 4 einfithrt im Vergleich zu 2, wenn die Teilchen
unterscheidbar wéren.

Wir kénnen die Streuamplitude auch in der Partialwellenzerlegung darstellen:

frx(0) = Zil(2l + 1)Pi(cosb) fi. (2.188)
1=0

Aus der Eigenschaft Pj(cos(m —6)) = P;(—cosf) = (—1)'P(cos #) ergibt sich, dass nur
gerade [ beitragen in

frs(@) =2 Y i'(20+1)Py(cosb) fi. (2.189)

| gerade

136



Identische, S = 1/2 Fermionen: Die Wellenfunktion der beiden Fermionen kann analog
zum Bosonischen Fall geschrieben werden als

B(1,2) = e P (T2 M ()3 (51, 50), (2.190)

wobei (81, s2) die Spinkonfiguration angibt. Fiir den Fall der Spinsingulett-Konfiguration
muss Y(7) = +¢(—7) gerade sein und das Interferenzverhalten ist wie im Fall der
Bosonen. Anders sieht es aus fiir die Triplett-Konfiguration, in der ¢(7) = —¢(—7)
ungerade ist. Dann ergibt sich fiir das asymptotische Verhalten

ikr
— ik _ik.F €
Y(7F) — e BT — TR T L [£1(0) — fr(m — 0)] . (2.191)
= fka(e)
und folglich
do 2 2 2 *
2q = eaOF = [£e(O)1 + |fu(m — )7 — 2Re{ f(0) fin(m — 0)}. (2.192)
Im Gegensatz zum symmetrischen Fall erhalten wir hier fiir 90°-Streuung
do
— =0. (2.193)
dQ x/2

Fiir die Partialwellenzerlegung finden wir aus der obigen Diskussion sofort, dass nur
die ungeraden [ zu fi,(0) beitragen:

fra@®) =2 " i'(2+ 1)P(cosb) f; (2.194)

| ungerade

Nehmen wir an, dass es sich um Streuung unpolarisierter Fermionen handelt, d.h. die
gestreuten Teilchen sind mit der Wahrscheinlichkeit 3/4 im Triplett- und mit 1/4 im
Singulett-Zustand. Dann ist der differentielle Wirkungsquerschnitt

do _ 3o L
dQd unpolarisiert 4 dQ Triplett 4 dQ Singulett
= |fe(@)) + |fu(m = O)* — Re{f () fu(m — 0)}. (2.195)

Schliesslich méchten wir noch die Konsistenz dieser Betrachtungen nachweisen, indem
wir unterscheidbare Fermionen beobachten. Wir nehmen zwei Fermionen, wobei das
eine klar bestimmt Spin 1 und das andere Spin | hat (Ausgangslage). Daher sind sie
messbar unterschiedlich. Nach der Streuung besitzen wir entweder den Spinzustand
| 11) oder | |1) (siehe Figur unten), welche Uberlagerungen eines Singlett- und Triplett-
Zustandes entsprechen,

1 1 1

|Ti>:f2 ﬁ(\ Tl>f|iT>)+ﬂ(| TH+11)]- (2.196)
Xs(5=0,5,=0) xt(S=1,5.=0)
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und analog fiir | | 7). Der differentielle Wirkungsquerschnitt, ein Teilchen (unabhiingig
von seinem Spin) beim Winkel 6 zu beobachten, ist daher durch die folgende Form

gegeben:
17 }

1| do
2] d
= 1fe@O)F + [ fe(x = )%, (2.197)

was dem Streuwirkungsquerschnitt unterscheidbarer Teilchen entspricht. Es gibt keine
Interferenzterme.

do

1 1
Lo {3160) + O + 156) ~ 5,0

NN

Beachte, das wir die beiden Formen der Teilchentrajektorie unterscheiden kénnen, falls
wir den Spin des Streuproduktes auch detektieren.
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2.4 Formalismus der zweiten Quantisierung

In diesem Kapitel werden wir einen Formalismus einfithren, der es uns erlaubt die
Vielteilchenzusténde fiir Bosonen und Fermionen in einer rechnerisch bequemen Art
darzustellen. Wir hatten bereits in Kapitel 2.2 die Zustéinde des Strahlungsfeldes als
Viel-Photonenzustidnde in Form von Besetzungszahlzustéinden fiir die einzelnen Mo-
den eingefiihrt. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erwiesen sich dabei als
elegante Werkzeuge zur Manipulation dieser Zusténde. Hier werden wir dies fiir an-
dere Teilchen verallgemeinern. Man nennt diesen Formalismus etwas abwegig “Zweite
Quantisierung”. Er hat jedoch nichts mit einer neuen Quantisierung zutun, sondern
erlaubt lediglich eine bequeme Behandlung von Vielteilchensystemen, ohne die kom-
plizierten und etwas unpraktischen Vielteilchen-Wellenfunktionen des vorhergehenden
Kapitels verwenden zu miissen.

2.4.1 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Spinlose Bosonen: Betrachten wir nichtwechselwirkende Bosonen im Einteilchenzu-
stand [¢,) ({|1»)} sei ein VONS). Ein Zustand mit n, dieser Bosonen wird, wie im
letzten Kapitel gezeigt, durch eine symmetrische Produktwellenfunktion (Produktzu-
stand) beschrieben, den wir mit |n,) bezeichen. Wir definieren nun die Operatoren @,
und a; mit den Eigenschaften:

ayulny) = nuln, — 1) — Vernichtungsoperator ~ (2.198)
aL|nM> =/nu+1n, +1) — Erzeugungsoperator.  (2.199)

Ferner gilt
<n#|6L:‘/n#<n#fl| und (nula@, =+/ny+ L{n, +1]. (2.200)

Mit diesen Operatoren d&ndern wir die Zahl der Bosonen in einem Zustand. Wir fithren
nun das “Vakuum” ein, den Zustand ohne Teilchen, |0), fiir den gilt,

@,l0)=0 und  (0|af, =0. (2.201)

Operatoren mit diesen Eigenschaften miissen die folgenden Kommutationbeziehung
erfiillen:

[@u,all=1 und  [G,a,=[a},al]=0 (2.202)
analog zu den Auf- und Absteigeoperatoren des harmonischen Oszillators. Der Zustand
|n,) lésst sich auch schreiben als

ayru
a
Inu) = (@) ' |0). (2.203)

B

Der Teilchenzahl-Operator ist definiert als

o~

n, = ZL\L&\“ mit npng) = nulng). (2.204)
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Wir kénnen nun diesen Formalismus beliebig auf Zustédnde mit vielen Bosonen er-
weitern. Der Zustand |n1,na,...,n;,...) soll ein total symmetrischer Produktzustand
sein. Zum Beispiel entspricht dem Zustand |ni,ns2) die Produktwellenfunktion

S P () e Faagr) - 2 Frayina) ). (2.205)

ﬁ esn1+712

Die allgemeine Formulierung ist folglich
6i|n1,...,ni,...> = ./ni\nl,...,ni — 17>
6I|n17n“> = \/ni+1\n1,...,ni+17...>

(2.206)
<n1,...,ni,...|a;r:./ni<n1,...,ni—17...|
<Tl1,...,ni,...|ai: n¢—|—1<n1,...,ni—|—1,...|
mit den Vertauschungsregeln
(@i, al] =0y, [asa;]=[al,al]=0. (2.207)

Die Zusténde ergeben sich aus dem Vakuum

e Ty ) = { @p @y } 10), (2.208)

wobei in |0) alle Besetzungszahlen 0 sind. Der allgemeine Teilchenzahl-Operator

N =Y ala; mit Nin,....n, <Zn>n1 ), (2.209)

gibt die Gesamtzahl der vorhandenen Teilchen an.

Fermionen mit S=1/2: Wegen des Pauli-Prinzips kann jeder Zustand (inklusive Spin-
Quantenzahl) nur durch ein Fermion besetzt werden. Daher besteht der Hilbertraum
fiir den Einteilchenzustand p aus {|0),]1)} in der Besetzungszahlbasis. Wir fithren die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ein:

Gul1)=10), @0y =0, a@ilty=0, akjo)=1). (2.210)

Diese Operatoren gehorchen Antikommutationsrelationen:

{aual}=1 uwd {a, a,}={al,a}}=0, (2.211)

wobei {2, B ;1\ E B A, der “Antikommutator” ist. Eine Konsequenz daraus
h. (@ T

ist, dass (@ },)?|0) = ) = 0 wie auch (@ ,)? = 0. Somit hat der Teilchenzahl-
Operator n, = GL a , nur dle Eigenwerte 0 und 1.

Interessant wird es jedoch erst, wenn wir mehrere Einteilchenzustéinde betrachten,
zunichst den Fall zweier Zustdnde, 1 und 2, mit Fermionen des gleichen Spins. Es

gelten hier folgende Beziehungen:
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@2]0,0) =0 @s|1,0) =0 @)0,1) =10,0)  @o[1,1) =1,0)

2.212
all0,0) =11,0) al|1,00=0 aljo,1)y=—1,1) aljLn=o (2212)
@100,0) =0 @1]1,0) = 0,0)  @40,1) =0 @1]1,1) = —|0, 1)

Beachte die Vorzeichen, denn diese sind das Resultat der Antisymmetrie der Wellen-
funktion und sind dusserst wichtig. Wir definieren

[n1,n2) = (@h)"(a@})™ o), (2.213)

wobei die Reihenfolge der Operatoren wichtig ist, denn die Operatoren erfiillen die
folgenden Antikommutationsrelationen:

{a;,aly=06; und {a,a,;}={al,al}=o0 (2.214)
Damit ist auch aiagagal——cuai a201.

Wir kénnen nun diesen Formalismus auf beliebig viele Zustdnde erweitern:

Ny, ng,. .. . ) = (@D (@hr@hm|oy  mit @;0)=0  (2.215)

und den obigen Antikommutationsregeln. Der Teilchenzahl-Operator ist gegeben durch

n=> jajaj.
Um mit den Fermion-Operatoren etwas vertrauter zu werden, betrachten wir hier
einfache Beispiele mit 3 Zustédnden:

ailL,0,1) = al(alaijo) =-afalallo)=—1,1,1) (2.216)
und

@200,1,1) = @x(alail0)) = —aja.a

w—+
N —+

(=]
=

I
Q)
w—
—
—

I
Q)
»N —+
Q)
no
-
(=]
~

= —[0,0,1) (2.217)

Schliesslich fithren wir noch den Spinindex in unsere Notation ein. Der Operator aLS
(@ ps) erzeugt (vernichtet) ein Fermion mit Spin s im Einteilchenzustand |1,).

{Gue, @l =0uwdew  mnd  {@ue, Gust={al,, a1 =0  (2218)
2.4.2 Feldoperatoren

Wir betrachten nun ein quantenmechanisches System, fiir das wir ein vollstdndiges
orthonormales Set von Einteilchenwellenfunktionen haben {¢,(7)}. Dies kénnen im
einfachsten Fall ebene Wellen sein (und wir werden uns auf diesen Fall beschrénken),
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- - 27
— 1k-T .
7 = —= t k=— 2.219
wk(r) /r/6 mi L(nxany7nz)a ( )
in einem kubischen Kasten mit Kantenlinge L und periodischen Randbedingungen
(V = L?). Wir fithren nun die Feldoperatoren ein, durch folgende Definition:

~

1 ik-F T2y —ik-7 T
\IJS(T)_WZG ag. und @S(T)——Ze a (2.220)
E

wobei fi% und @ j, der Erzeugungs- beziehungsweise Vernichtungsoperator fiir ein
s :

Teilchen im Zustand mit Wellenvektor k und Spinindex s ist. Dabei summieren wir
iiber alle (diskreten) Werte von k. Die Feldoperatoren W ¢(7) und W I(#) erfiillen die
folgenden Vertauschungsrelationen fiir Bosonen (—) bezichungsweise Fermionen (+):

~ o~ S s 1 Bor_iE R~ o~ —~ ~
U (AU (F)F UL (F) U (F) = VZe’k roikn (a,gsa%,§,$a%,s,a,;s)
E,k’
:51‘{];/693’
= (7 — )0y (2.221)

Ferner gilt in analoger Weise

V(AT (F)F U (F)T(F)=0 und TI(A)TL(F)FOL(7)TI(7)=0

fiir Bosonen (—) und Fermionen (4).

Bosonen Fermionen

Fiir den Einteilchenzustand gilt

|7,s) = Ui(7)[0), (2.223)

d.h. der Feldoperator erzeugt ein Teilchen mit Spin s am Ort . Damit folgt, dass die
Wellenfunktion des Zustandes |¢) ausgedriickt werden kann als

@s(7) = (7, s|p) = (0] ¥ s(7)]6). (2.224)
Man beachte, dass der Feldoperator nicht die Wellenfunktion ist. Ferner gilt

T, (™M0)y=0 und (0|Ti(7)=0. (2.225)
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Nun gehen wir iiber zu Vielteilchenzustdnden. In der Ortsraum-Basis definieren wir
diese als

. . . 1 = . =
|71, 81; T2,82; ...} Ty Sn) = 7\11;(7'") ‘I’ll(T1)|0> (2.226)

und

. . ~ . ~ . 1
(F1,815- 3 TnySnl = 0| U4, (F1) - Uy (Fr)—=. (2.227)

vn!
Mit den Vertauschungsrelationen der Feldoperatoren finden wir sofort, dass
|F1,81; 772,82; ey Fn,8n> = :|:|772,82; ’Fl,Sl; ey Fn,8n> (2228)

mit + fiir Bosonen und — fiir Fermionen, d.h. die Vertauschungsrelationen fiir Viel-
teilchenzusténde ist automatisch erfiillt.
Lassen wir nun einen Feldoperator auf einen n-Teilchenzustand wirken, dann gilt

@T(F)\Fl,sl;...; FrySn) = VN4 171,815 Ty Sn; 7, 8) (2.229)

= [5( T - Fn)(sssn

:I:J(F — r_'n_l)5ssﬂ,_1|f'1,sl;...; Fn_Q,Sn_z; 7?7“.Sn> —+ .-
R (:tl)nil(s(?? — F1)5531|F2,82;...; Fn78n>] s

T1,815---3 Tn71a3n71>

(2.230)
wobei das + fiir Bosonen und — fiir Fermionen steht.
Das Skalarprodukt zweier Vielteilchenzustdnden (wir lassen im folgenden die Spinin-
dizes weg) ergibt

J

(Pl T | Ty, T =

MY P PO = ) 8(7 - ). (2:231)
" Pes,

wobei P die Indizes der 7 j permutiert und

1 Bosonen

((P)= (2.232)

~

sgn( P) Fermionen

Den n-Teilchenzustand |¢) kénnen wir ausdriicken durch

|p) = /d3r1 e Py T )| T ) (2.233)

wobel ¢(71,..., 7y) quadratintegrabel ist. Wie steht es nun mit der Vertauschungs-
symmetrie der Wellenfunktion?
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(7o, ..., 7 |#) :/d3r1~-~d3rn O(F 1y T (Fyee o, TR T 1oy )

1 A
— o Y UP) P )
PeS,
(2.234)
Dies bedeutet, dass die Vielteilchen-Wellenfunktion, wie wir sie hier mit Hilfe der
Feldoperatoren definiert haben, unabhiingig von der Symmetrie von ¢(71,..., 7p)

die richtige Vertauschungssymmetrie hat.

Fockraum: Fiir jedes quantenmechanische System mit fixierter Teilchenzahl definieren
wir den Hilbertraum H,,, der einen vollstdndigen Vektorraum aller Zustdnde mit n-
Bosonen oder n-Fermionen darstellt. Die Feldoperatoren verbinden Hilbertraumen mit
verschiedenen Teilchenzahlen.

V() Hy = Hoer  und W (7)) Hy — Hoos (2.235)

Entsprechend benétigen wir einen erweiterten Raum, den man Fockraum nennt:

F =P Hn (2.236)
n=0

Ho besteht nur aus dem Vakuum: |0) mit (0|0) = 1. Vektoren im Fockraum sind Folgen
der Form

|\Ij> = {‘O>O? ‘¢1>1a |1/}1a77[}2>2a ‘w17¢27¢3>3a""wlanV"ad}n)n? } (2237)

wobei |1)1,12, ..., Yn)n € Hy. Die Norm solcher Vektoren ist

o0

n=0

mit dem jeweiligen Skalarprodukt fiir jeden Hilbertraum H,,.

2.4.3 Observablen in der zweiten Quantisierungsdarstellung

Wir werden nun einige observable Grossen, die wir durch hermitesche Operatoren aus-
driicken konnen, in die Sprache der zweiten Quantisierung iibersetzen. Dies geschieht
mit Hilfe von Operatoridentitéiten, indem wir vergleichen wie Operatoren auf Zustdnde
wirken, oder welche Erwartungswerte oder Matrixelemente sie ergeben. Als erstes Bei-
spiel betrachten wir die Teilchendichte:

n

) =3 a(F -

=1

=0

i) (2.239)

Wir driicken das Matrixelement (¢'| p (7)|¢) durch Einsetzen einer Eins in der Ortsraum-
Basis aus (|¢), |¢') € Hn)

144



(9| P (7)|d) /d3r1 N1,y T (T, ... TH\Z(S (7 — 7 |p)
:/di”n..-d%nzcs(vf— PG |71y, P71,y Tald)

= n/d37‘1"'d37‘n_1<¢5/|7?1,..., Fn_l, ’F><’F1,..., 77"_1, ’F|¢>,

(2.240)
wobei wir in der letzten Zeile davon Gebrauch gemacht haben, dass wir die Teilchen-
Koordinaten fiir jeden Summanden nach einer Permutation neu nummerieren kénnen.
Dies gibt n identische Terme, denn das Fermion-Vorzeichen hebt sich immer weg.
Nun machen wir den Ansatz

p(7) = Wi(F) U (i), (2.241)

wobei wir wiederum den Spinindex unterdriicken. Wir priifen

(@] W T(7) W (7)|¢) :/d%--~d3rn71<¢>/|@W)m,...,mfl><m7...,fn71|@<f>|¢>

= n/d3r1 °"d37'n_1<¢l"171,..., Fn—la 77><7?1,..., Fn—la F‘¢>
(2.242)
wobei wir (2.229) verwendet haben. Ein Vergleich mit (2.240) zeigt, dass die bei-
den Matrixelemente gleich sind und somit die Operator-Identitét den Ansatz (2.241)
bestétigt ist.
Nun kénnen wir auch den Teilchenzahl-Operator definieren als

N = /d?’rﬁ /d3 Gk rgt G =Y"ata,, (2.243)
P

konsistent mit fritheren Formulierungen. Beachte, dass n ; = al i der Zahloperator

fiir die Teilchen im Einteilchenzustand mit Wellenvektor k is ist
Ein weiterer wichtiger Operator ist die kinetische Energie T, die in Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren die natiirliche Form hat

- k2
T:Z o atag. (2.244)
k

Wir konnen nun die Transformation

; 5 ez‘EJAT . ik T
a. = [ d°r (7 und ar = [dr U (7 2.245
: () e = [t (2.215)

beniitzen und (2.244) neu ausdriicken als
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Man beachte, dass der letzte Ausdruck formal genauso aussieht wie der Erwartungs-
2 —

wert der kinetischen Energie mit einer Einteilchen-Wellenfunktion 4= [ d®r V ¢*(7)-

V(r). R

Die Potentielle Energie H . kann in gleicher Weise dargestellt werden als

ﬁpotZ/dsrU(F)‘i’T(F)@(F):/dgrU(F)A(F) (2.247)

In Analogie kénnen wir nun weitere Einteilchen-Operator in zweiter Quantisierung
darstellen. Zum Beispiel die Teilchenstromdichte

o~
=

T (F) = o (BT W (7))~ (9 T (7))

2msi

=

)) (2.248)

oder die Spindichte, z.B. fiir Spin 1/2 Fermionen:

= h ~ ~

() =53 W) G W (7), (2.249)
wobel 7 ;¢ die Pauli-Matrizen sind.

Diese Operatoren lassen sich auch im Impulsraum darstellen. Die Fouriertransforma-
tion ergibt:

ps = /d% Wﬁ(ﬁ):Za%,bag%S (2.250)

= h =R IR

S¢ = 3 0l Fewlpygy (2.251)
l;,s,s’

~ h N AV

J g = e (k+2)aﬁ,salz+§‘s (2.252)
ks

Wir kénnen weiter auch Zweiteilchen-Operatoren definieren. Das wichtigste Beispiel
ist die Zweiteilchen-Wechselwirkung

N 1 N N N N
How = fZ/d:;r & G TPV — )T (7) ()

2 ’
5,8
. (2.253)
_ 1 a1 1 ~
2V qZ qu @ E+q <@ E’—J,s/a Rrs 4R s
k,k'g Ss

wobei der Faktor 1/2 das Problem der Doppelzihlung der Wechselwirkung korrigiert
und
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> VaelT T (2.254)
7

kI’SI

Die Formulierung mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren kann auch
bildlich verstanden werden, als die Vernichtung zweier Teilchen mit Wellenvektoren k
und &’ und die Erzeugung neuer Teilchen k+ ¢ und k' — ¢, wobei ein Impulsiibertrag
von ¢ stattgefunden hat.

2.4.4 Korrelationen fiir Fermionen

Wir betrachten ein Gas von N freien Fermionen mit S = 1/2. Der Grundzustand ist
gegeben durch die Besetzung der niedrigsten Einteilchenenergiezustédnde mit je zwei

Fermionen (] und |). Die Einteilchenenergien sind durch ¢ = h>k?/2m gegeben.
Daraus folgt fiir den Grundzustand:
— P~
@)= JI @t o, (2.255)
|k |<kp,s
wobei
N=> (| Ag, [Po)=D> ng, (2.256)
m —— =
ks o~ ks
@ Es “Es

mit n =1 fiir | k| < kp und ny, =0 fiir | k| > kp. Dies definiert kg, denn

2V / 3 2V 4m . 2. 11/3
N_—g ny =-—-— d’kl=———k = kr = [37°n 2.257
E.s Fe (2m)3 |k |<kr (2m)3 3 °F r=| J ( )

mit der mittleren Teilchendichte n = N/V. Die Dichte der Fermionen ist konstant:

(®0]7(7)|%0) = 3 (ol T 1(7) T (7)o} = 3= Y mg, = (2.258)
s E,s
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Ky

Einteilchen-Korrelationsfunktion: Wir untersuchen die Amplitude dafiir, dass wir am
Ort 7’ dem System ein Teilchen mit Spin s entnehmen und es bei 7 wieder einfiigen
konnen. Dies wird durch die Korrelationsfunktion

Sl N no,
Gs(7 — 7') = (Do \Ill(r)\Ils(r')\CI)()) = 595(7' - 7" (2.259)
beschrieben:
1 7 o= e dgk M -2
Go(F—7) ==Y e mTHr(pat G, [P _/ et (m=T)
v ;;z;z: Es L K l<kp (27)°
=np O 5
1 kr +
=—— [ dkk* [ dcosgehlTmT st
(277) 0 -1
1 kr inx—
- / dk ksin(k| 7 — 7']) = SnSIT ZTCosT
27T2|T — 7"/| 0 2 .133 r=kp|7—7T'

(2.260)
Es gilt G5(7 — 0) =n/2 und G5(7 — oo) = 0. Die Einteilchen-Korrelationsfunktion
gs(7 — 7') entspricht dem Uberlapp der beiden (normierten) Zustéinde

\/g@mm und \/z@smm»o» (2.261)
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Paarkorrelationsfunktion: Wir definieren die Paarkorrelationsfunktion in folgender Wei-
se:

(3)29&«(? — ) = (@| UI(F) U, (7)) U o (7') U ((7)| D). (2.262)

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dem System zwei Teilchen entnehmen zu kénnen, eines
am Ort 7 mit Spin s und das andere bei 7/ mit Spin s’:

ny? - —/ I =\ T — 2

(5) g (7 = ) = 32| (@u(N = 2)| T (7) T o(7)0)]| (2.263)
14

wobei die Summe iiber alle um 2 Teilchen reduzierten Zusténde lduft (durch Einsetzen

einer Eins). Im Impulsraum (Besetzungzahlraum) ldsst sich die Korrelationsfunktion

wiederum einfach ausrechnen:

k.k',q.q
(2.264)
Beachte, dass der Erwartungswert auf der rechten Seite nur dann nicht verschwindet,
wenn wir jedes Teilchen, das wir vernichten, auch wieder erzeugen. Betrachten wir den
Fall s # s, dann ergibt sich sofort, dass k =k und § = ¢, mit

ny 2 L. 1 L A2
(5) gss (7 — 7') = v > (ol g 7o Po) = (5) , (2.265)
k.q
d.h. gso (7 — 7’) = 1 unabhingig vom Abstand. Fermionen mit ungleichem Spin

(unterscheidbar) sind véllig unkorreliert.
Anders ist die Situation fiir den Fall s = s’, denn

Damit folgt

n\?2 - o 1 —i(k—q)(F—7' n\? S o2
(3) gssw—r’):WﬁZ(l—e F=D = g nge = (5) 1= gu(7F = 7)2),
k.7
(2.267)
so dass
: _ 2
gun(7 — 7y =1 2T xfcosx) (2.268)
r=kp|F— 7’
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gss’ (r) 4

=
-
-

1 1 1 i)

0 7T 21T 3 43t

Y

Es entsteht ein sogenanntes Austauschloch fiir Fermionen des gleichen Spins — eine
Manifestation des Pauli-Prinzips. Die gesamte Wahrscheinlichkeit ein anderes Fermion
im Abstand 7 eines Fermions zu finden ist

1

9(7) = Slon (7) + g1 (7). (2.269)

Die totale Dichtereduktion um ein Fermion ist daher

snE’

Bt

nfdr o) -1 =5 [@rfa(rp=-2 [ar 5 S

kK

2
k

(2.270)
d.h. das Austauschloch beinhaltet gerade ein einzelnes Fermion. Somit nimmt jedes
Fermion im Raum ein gewisses Volumen (je nach Dichte n) fiir sich in Anspruch. Der
Radius, den ein Fermion einnimmt, ist definiert als

1/3 2
3L -4 (9”> me (2.271)

" = 4 R2kp

wobei 7y den dimensionslosen Radius bezeichnet in Einheiten des Bohr-Radius ag.

2.4.5 Grundzustandsenergie des Elektrongases

Wir fithren nun eine einfache Abschétzung der Grundzustandsenergie eines gelade-
nen Elektronengases durch. Jedes Elektron besitzt die Ladung —e. Um Divergenzen
in der Energie zu vermeiden, fithren wir eine uniforme, positive Ladungsdichte en
als Hintergrund (ein ausgeschmiertes Ionengitter) ein, so dass das gesamte System
ladungsneutral ist. Dieses System ist unter dem Namen “Jellium-Modell” bekannt.

Die Néherung, die wir hier anwenden, wird Hartree-Fock-Methode genannt. Der Hamilton-
Operator ist gegeben durch
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H =T+ Hon+ Hin (2.272)

wie definiert in Gleichung (2.246), (2.247) und (2.253), wobei wir fiir V(7) = €2/| 7|
das Coulomb-Potential einsetzen und H ion der potentiellen Energie entspricht. Die
Néherung besteht nun darin, dass wir die Energie durch den Erwartungswert mit dem
Grundzustand des freien Elektrongases |®g) abschiitzen: Epyp = (®g| H |Pp). Zunichst
die kinetische Energie:

. h2 k2 2V h2 k2 3 h2k2
Erin = (®o|T|®) = - = A3k = NI _F
kin < 0| | 0> Ez: om TEs (27T)3 /k|<kp om 5 2m
3
= NgEF = Négin, (2.273)

wobei Ep = h*k% /2m die Fermi-Energie bezeichnet. Gehen wir nun weiter zum Wech-
selwirkungsterm, der die Form hat

Eint = <(I)O‘ 1nt‘(p0>

1 ~ ~ ~
=5 [ v ) @ B UA L) () (7))
:l/d%d?’r’v ') Z”zg (7 = 7)
2 ss/ 4 SSs
2 )
n *ZGs(T -7
Hartree-Term
Fock-Term
(2.274)
Der erste Term ist der direkte oder Hartree-Term:
\% W
B = Vo = N0 it ¥y = / &r V(F) (2.275)
und der zweite ist der Austausch- oder Fock-Term:
1 S S
Epoex = —§/d3r d3r’ ZGS(T — 7V(F — 7
(2.276)
_ _N9n/d3 {smkF|r kFlFLcoska}Q .
(kp|71)

Dieser zweite Term ergibt eine Korrektur fiir die Wechselwirkungsenergie, die dadurch
zustande kommt, dass die Fermionen vermeiden sich gegenseitig zu nahe zu kommen.
Dadurch wird die Coulomb-Energie erniedrigt. Die Austauschwechselwirkung ergibt

sich aus ) ( )2 )

9mne o sinxz — x cosx 3e

or = — d =——1%k 2.277
¢ k% Jo v A 4 E ( )

Die Energie pro Elektron ist also
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E %

= Ehin + 52+ €ea. (2.278)
Beachte jedoch, dass fiir das (langreichweitige) Coulomb-Potential Vj unendlich ist.
Wenn wir nun zusétzlich die Wechselwirkung der Elektronen mit dem uniformen po-

sitiven Hintergrund bertiicksichtigen, erhalten wir einen zusétzlichen Beitrag

Eion = —n/d?’r d&r' V(7 — 7){(®o| p|®o) = —Nnlj. (2.279)
Zusétzlich hat der Ionen-Hintergrund noch eine elektrostatische Selbstenergie
2
%
B, = Z/d?’r & V(7 — )= N (2.250)

on 2

2
womit sich der direkte Term mit den Hintergrundsbeitrédgen gerade weghebt, d.h. der
divergierende Beitrag (Vp — o0) ist nicht gefdhrlich.

Damit kénnen wir nun die Energie pro Elektron ausdriicken als

E 2.21  0.916
N—ekin+eex— |:7“§_
unter Benutzung des Radius 7, in Einheiten von Rydberg ( Ry = e%/2ap). Unsere
Néaherung ist verniinftig fiir 5 von der Grossenordnung 1. Die minimale Energie ergibt
sich fiir r4 = 4.83, ein Wert der sich gut mit Alkali-Metallen wie Na mit r; = 3.96 oder
K mit r, = 4.86 vergleichen ldsst. Korrelationseffekte, wie etwa die Abschirmung des
Coulomb-Potentials durch Elektronen-Umverteilung (Korrekturen zu |®¢)) ergeben
weitere Terme

} Ry (2.281)

T's

E 221 0916

+0.062 Inry — 0.096 + - -. (2.282)

Korrelationskorrektur

R7y_ r2 rs

Die Berechnung dieser Korrekturen geht jedoch iiber die Zielsetzung dieser Vorlesung
hinaus.

Wigner-Kristall: Im Jahre 1934 hat Eugene Wigner den Vorschlag gemacht, dass fiir
sehr kleine Elektronendichten r; — oo die Elektronen ein Gitter (Kristall) bilden
wiirden. Dies kommt dadurch zustande, dass die kinetische Energie schneller abnimmt
als die Coulomb-Energie, wenn 75 gross wird. Wenn schliesslich die Coulomb-Energie
dominiert, strebt das Elektronengas eine statische regelméssige Ladungsverteilung an.
Es ist sehr viel komplizierter die Energie dieses kristallinen Zustandes abzuschétzen.
Eine Entwicklung, giiltig fiir ry > 10, ist gegeben durch 3

E 179 264

Ry *fg/z

7y ~ 40. (2.287)

3Eine einfache Betrachtung, die auf diesen Ausdruck bis auf numerische Abweichung fiihrt, kann
aus folgendem Modell hergeleitet werden. Wir betrachten ein Gitter lokalisierter Elektronen. Ein
einzelnes Elektron beansprucht eine Kugel mit dem Radius rg. Diese Kugel wird als uniform positv
geladen betrachtet (Hintergrundsladung). Ausserhalb verschwindet die Ladung, da sich Hintergrunds-
ladung und die Ladung der andern Elektronen dort kompensieren. Dies ist eine etwas grobe Annahme,
aber ergibt ein niitzliches Bild. Wir berechnen nun die potentielle Energie des Elektrons (pro Volu-
men), wenn es sich um 7 vom Kugelzentrum verschiebt (| 7| < rp):

3 0 d3/ T d3/ 3 2
V(f‘)=*e/ fﬁr‘f/ = (2.283)
amrd s |7 =7 o |7 — 7| 2rg 213

Damit hat der Hamilton-Operator, der die Bewegung des ”eingeschlossenen” Elektrons beschreibt,
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Der Wigner-Kristall ist bisher in dreidimensionalen Systemen nicht beobachtet worden.
In zweidimensionalen Systemen findet jedoch die Kristallisation der Elektronen statt.
Ein Beispiel sind Elektronen auf einer Helium-Oberfliche, wo sie ein Dreiecksgitter
bilden (C.C. Grimes & G. Adams, Phys. Rev. Lett. 42, 795 (1979)) mit r, ~ 10%.
Kiirzlich beobachtete Metall-Isolator-Ubergiéinge in zweidimensionalen Elektrongasen
in Halbleiter-Heterojunctions konnen moglicherweise als Ubergang zwischen einem Gas
mobiler Elektronen und einem Wigner-Kristall eingefrorener (immobiler) Elektronen
interpretiert werden.

Phasendiagramm Wigner—Kristall von Elektronen auf He-FRilm

T T T T T

Kristall

[n (108cn2) 7172

Metall

1 1 1

T(K)
weisse Flecken: Eindellungen der Oberfléche

C.C. Grimes et al., Phys. Rev. Lett. 42, 795 (1979) durch Elektronen (Dreiecksgitten)
P. Leiderer et al., Surf. Sci. 113, 42 (1982)

2.4.6 Korrelationsfunktionen fiir Bosonen

Wir betrachten einen Zustand von N freien spinlosen Bosonen der Form

) = g, ng,...) = (@ )5 (@l )"50l0) (2.288)
wobei ngz =0,1,2,.... Der Erwartungswert der Teilchendichte ist dann
N 2 = 1 _ _ Y. = ~ ~ 1
(@ TT(7) T (F)|D) = = S e FE T @at a g, |9) = VZnE =n, (2.289)
£,k kE
nEdg g/
die Form R
-2 2 22 2
grof_ e 3 (2.284)
2m 27’8 2ro

was einem harmonischen Oszillator und einer Konstante entspricht. Die Frequenz und die Grundzu-
standsenergie sind gegeben durch

2 2
2 e 3e hw
= = E=—+—. 2.285
mrg 270 2 ( )

In dimensionslosen Einheiten fiihrt dies auf
E 3 3

Fy:_rs TS/Q

(2.286)

wobei der zweite Term den Beitrag der Nullpunktsbewegungen des lokalisierten Elektrons einschliesst.
Dies kann verglichen werden mit dem Resultat von R.A. Coldwell-Horsfall and A.A. Maradudin (J.
Math. Phys. 1, 395 (1960)), welches aufgrund eines wesentlich verfeinerten Modells auf die Entwicklung
(2.287) kommen.
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konstant iiberall.
Charakteristisch ist auch der Paarkorrelationsfunktion

o~

ng(7 — ) = (@ TI(F) TI(F) T (7) T (7)®)

==y, e tRrlamdTegtata za g |9).

E,k'.q,q

Q)

(2.290)
Bei der Berechnung des Erwartungswertes miissen wir wiederum darauf achten, dass
Teilchen, die wir vernichten, wieder erzeugt werden miissen. Damit kommen nur fol-

gende Kombinationen von Wellenvektoren in Frage: (/; = k' , ¢ = ') und (E =
=/

q,q = k' ), was nicht ausschliesst, dass alle Wellenvektoren gleich sind. Daher finden
wir

(@latatazag|®)

q

(2.292)
Nun betrachten wir zwei Félle: (I) np = No %, d-h. alle Bosonen belegen den gleichen

Zustand mit k 0. Daher finden wir sofort

N(N -1)
vz

so dass keine Korrelation vorliegt. Die Wahrscheinlichkeit das erste Teilchen bei 7 zu

finden ist N/V, so dass die Wahrscheinlichkeit fiir das zweite Teilchen noch (N —1)/V

betrégt.

(IT) Gauss’sche Verteilung:

L 1
n?g(7 — 7)) =2n% — WN(N +1) = (2.293)

154



3 o
Rm)n (%R0 /a? (2.294)

Daraus folgt

d3k .7 — =/ 1
2 = = — 2 —ik(7T—7T R -
n?g(7¥ — ') n° 4+ /7(27036 n g +(9(V)

ne—A2(7—7/)2/dg—iko(7F—7')

= n? (1 + 67,42(;7;/)2/2) +0 <‘1/) .

(2.295)

el

O r
0

L)

Wir sehen, dass die Wahrscheinlichkeit zwei Bosonen am selben Ort zu finden zweimal
so gross ist als die beiden sehr weit voneinander anzutreffen. Damit ist klar, dass im
Gegensatz zu Fermionen Bosonen die Tendenz haben, sich zusammenzuballen.

Hanbury-Brown and Twiss-FExperiment: Photonen sind Bosonen, so dass man das Kon-
zept der Paarkorrelation mit ihnen testen kann. Betrachte eine Anlage der folgenden
Form:

Halbspiegel

Quelle - \\ - @

\ Detektor

Detektor

wo ein Lichtstrahl aus einer inkohdrenten Quelle an einem halbreflektierenden Spiegel
in zwei Strahlen aufgespaltet wird, die dann in zwei verschiedenen Detektoren 1 und
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2 nachgewiesen werden. Man betrachtet nun die zeitliche Korrelation der detektierten
Photonen in den beiden Detektoren:

Il(t)fg(t—f"r) :g(CT) (2296)

wobei iiber die Zeit t gemittelt wird und c7 die rdumliche Distanz der Photonen vor
dem Spiegel angibt (c: Lichtgeschwindigkeit). Das Resultat dieser Messung kann inner-
halb der klassischen Elektrodynamik diskutiert werdgn. Betrachtf:n wir zwei Moden
gleicher Polarisation, die aus der Quelle kommen: ae’* ™ und fe’* 7. An den beiden
Detektoren wird eine Superposition der beiden beobachtet, deren Intensitit gegeben
ist durch

I =lac™ + MM <o + |8+ 2Refa’et Ky (2.207)

=0 fiir inkoh#rente Strahlung

wobei j = 1,2 mit 7; der Position des jeweiligen Detektors. Die Korrelation der beiden
Signale ist jedoch

IT; = |a*+| B +|aB|? |ehritikrs o gik'rithr L L1 4+2|aB)? cos{(k—k")(r1—12)},

(2.298)
woraus klar wird, dass die Korrelation maximal wird, wenn 71 = 7o (e = |r1 — o/, i.e.
Distanz der Photonen, die im Zeitabstand 7 aus der Quelle emittiert werden). Wenn
wir wiederum annehmen, dass die Verteilungsfunktion der Wellenvektoren Gauss’sche
Form hat, dann ergibt sich die gleiche Korrelationsfunktion wie in (2.295). Damit wird
gezeigt, dass die Photonen tatsédchlich Bosonisches Verhalten zeigen. Andererseits wird
auch klar, dass diese Bosonischen Eigenschaften im klassischen Superpositionsverhal-
ten der elektromagnetischen Strahlung enthalten sind.

2.4.7 Bewegungsgleichungen fiir die Feldoperatoren

Als Operatoren kénnen die Feldoperatoren natiirlich auch in der Heisenberg-Darstellung
diskutiert werden, d.h. wir kénnen ihre Zeitabhéngigkeit betrachten:

~ o~

U (7,t) =t B/G ()i HU/R, (2.299)
Damit kénnen wir nun auch die Bewegungsgleichung des Feldoperators herleiten:
O ~ R . A .
ihoe W (7, t) = —[H, U (7,1)] = — HR W (7))et HEN (2.300)
Fiir die kinetische Energie ergibt dies

[ s [0 R (9 (), ()

2m

2
:/d%' P -y 9am)) = L

2m

und der Wechselwirkungsterm
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N |

Udffr'd%” U UV = 7)) (), ‘f’(?)}

:%/d?’r’d?'r” [@T(F’)@T(F”), ()| V(F = 7T ()T (7

N | =

/dSr’d3r” {ié(?” — AT — B (7 — F)}V(F’ — P (P (7)

:f/dgr’\fff(F’)V(Ff FYU (7)Y (7).

(2.302)
Daraus ergibt sich die Bewegungsgleichung;:
L0 = h? 20 (= 3.3 T = = SINT (= I (=
zhallf(r,t) = —%V U (7, t)+ [ & U7 V(7 — 7F)U(F, )P (7,1).
(2.303)
Diese Gleichung kann auch im Impulsraum geschrieben werden:
LD k2 1 _ P
iho @ g () = = —a g (1) + > V(ya%,+§(t)a B (a5, (1), (2.304)

kg

Beachte, dass wir in der ganzen Formulierung die Spinindizes unterdriickt haben.

Es ist im allgemeinen nicht einfach, diese Gleichungen zu l6sen. Es gibt jedoch einige
Néherungsmethoden, die wir zum Teil im néchsten Kapitel betrachten werden, oder die
zum Repertoire der Quantenfeldtheorie gehoren und iiber diese Vorlesung hinausgehen.
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2.5 Die Atome und das Periodensystem

Die stationdren Zustéinde des Wasserstoffs und wasserstoff-dhnlicher Atome koénnen
exakt bestimmt werden. Dies ist nicht mehr moglich, wenn wir Atome mit mehr als
einem Elektron betrachten. Wir werden in diesem Kapitel die Struktur dieser kompli-
zierteren Atome betrachten und einige Ndherungen zu deren Beschreibung einfithren.
Der grundlegende Hamilton-Operator fiir die Atome hat die folgende Form

7o 5 Ze? e2
H_Z2m_Z|Fi|+Zm (2.305)

wobei Ze die Ladung des Kerns sein soll. Fiir neutrale Atome ist N = Z. Die Haupt-
schwierigkeit, eine Losung des stationéren Problems zu finden, liegt in der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung, d.h. im letzten Term. Sonst wiirden einfach Produktzustéinde
des wasserstoff-dhnlichen Atoms, die wir dann geméss dem Pauli-Prinzip mit Elektro-
nen besetzen kénnen, das Spektrum und die Struktur des Atoms ergeben.

Schon der einfachste nicht-triviale Fall, das neutrale Helium-Atom mit Z = 2, bereitet
Schwierigkeiten. Wir haben im Kap. 10 eine variationelle Losung betrachtet, indem wir
als Ansatz einen Produktzustand zweier Wasserstoff-Grundzustandswellenfunktionen
eingefiihrt hatten.

N o . N K3 k|7
Yo(1,2) = ¢15(71)P15(72) Xo0,0(s1,52) mit  ¢1,(7) =/ —e "7l (2.306)
N———— s
S UTH=11}

Das Pauli-Prinzip fiir Fermionen verlangt, dass die beiden Elektronen (beide sollen
im niedrigsten Zustand (1s) sein), eine Spin-Singulett-Konfiguration (S = 0) ein-
nehmen miissen. Die Minimierung des Energieerwartungswertes beziiglich x ergibt
E ~ —5.7Ry, was verglichen mit der tatsédchlichen Energie £ = —5.807Ry eine nicht
so gute Ndherung darstellt. Die Korrelation der Elektronen untereinander fehlt vollig,
d.h. die Coulomb-Abstossung zwischen den Elektronen sollte zu einer Unterdriickung
der Wellenfunktion fithren, wenn 77 =~ 75. Wir werden hier zwei Verfahren vorstel-
len, die eine verniinftige Ndherung liefern und einige interessante Diskussionen fiir
komplexere Atome erlauben.

2.5.1 Thomas-Fermi-Niherung

Wir betrachten die Dichte der Elektronen n(#) als charakteristische Funktion des
Atoms. Wir nehmen an, dass n(7) langsam variiere (Lingenskala R), verglichen mit
der de Broglie-Wellenlédnge der Elektronen. Damit kénnen wir die Elektronen lokal als
Fermigas betrachten mit einer lokalen Fermi-Energie, die durch

2k (7)?

Ep(r) = 2m

, kp(7) = 3m%n(7) (2.307)

definiert ist. In dieser Betrachtungsweise ist die Léngenskala der Elektronen k;l. Dies
fiihrt auf eine kinetische Energie

T= /dsr T(7) = /dSr %EF(F)n(F), (2.308)
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wobei T'(7) die lokale kinetische Energiedichte darstellt. Analog ldsst sich die poten-
tielle Energie schreiben als

VA 2
/dBrP (7) /d3 ‘f| n(7) + /d3 d3r ’67‘ n(7)n(7).  (2.309)

Dabei erscheint der Faktor 1/2 beim zweiten Term, um Doppelzihlungen zu kom-
pensieren. Die totale Energie E[n(7)] =T + P wird jetzt variationell beziiglich n(r)
minimiert. d.h.

L OB ST P g ZE [, @
0 = 5@ on(7) = Er(7) +/d |7 — 7] (7)
= Ep(F)+V(7), (2.310)

wobei V() das skalare Potential darstellt. Diese Gleichung kann nach n( ) aufgelost

werden:
[—2mV (7)]*/?

3m2h3
Mit V2| 7|~ = —47d(7) folgt, dass V(7) fiir || > 0 die Poisson-Gleichung erfiillt

n(7) = (2.311)

V2V (7) = —4me*n (7). (2.312)
Diese Gleichung soll die Randbedingungen erfiillen, dass

V(F) - -5 fie 70
(2.313)

V(F)—0 fiir 7 — oo,

d.h. fiir kleine r sehen wir nur das Kernpotential und fiir grosse r verschwindet das
Potential, weil das Gesamtatom neutral sein soll. Wir kénnen davon ausgehen, dass im
Grundzustand die Ladungsdichte rotationssymmetrisch um den Kern herum verteilt
ist. Daher erhalten wir durch die Kombination von (2.311) und (2.312)

10 0 4e2 )
=_—{-2 3/2 2.314
Cr20r < arv(r)> 37rh{ mV(r)} (2.314)
Wir reskalieren die Variablen
ZY3 rV(r) ag (3m\*?
Damit lautet die reskalierte Differentialgleichung
d>®
1/2 _ 3/2
zY = = %) / (2.316)

mit der ersten Randbedingung ®(0) = 1. Die numerische Losung ergibt

1-16x x—0
O(x) ~ (2.317)
144 273 - o0
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Die Grundzustandsenergie ergibt sich numerisch: E ~ 20.8Z7/3 eV. Das Potenzverhal-
ten bei grossen Distanzen ist natiirlich inkorrekt, denn daraus folgt, dass n(r) oc 76
und nicht, wie es korrekter wiire, exponentiell zerfillt. Die Grenzen der Niherung wer-
den einerseits fiir r — oo erreicht, da die kinetische Energie verschwindet (kg (r) — 0),
und andererseits fiir r — 0, wo V(r) oc 7~! zu schnell variiert. In beiden Grenzberei-
chen kann die Bedingung R > k;l nicht mehr aufrecht erhalten werden.
Nichtsdestoweniger erlaubt die Thomas-Fermi-N&herung einige interessante Diskussio-
nen. Der Radius des Atoms skaliert mit Z~'/3, withrend ®(z) fiir alle Atome identisch
ist. Daraus folgt, dass mit ansteigendem Z der Grossteil der Elektronen immer néher
am Kern liegt. Wir konnen daraus auch eine grobe Abschitzung fiir die Giiltigkeit
der Thomas-Fermi-Néherung ableiten. Die typische Wellenldnge der Elektronen ska-
liert mit kg ~ VY2 ~ (Z/Z71/3)1/2 ~ Z%/3 so dass kpR ~ Z?/3Z71/3 = Z'/3, Das
bedeutet, dass die Naherung mit steigender Ladungszahl Z immer besser wird.
Drehimpulsschalen: Es ist auch instruktiv, den Drehimpuls in unsere Betrachtungen

miteinzubeziehen. Wie wir frither gesehen haben, kénnen wir ein effektives radialsym-
metrisches Potential der Form (fiir [ # 0)

2 2 2/3 4.2 2 2/3
Vegrr) = Vi) + 2D (42) det l_zwq’(”ﬁ) L2 (4>
mr 3T ap T T 3m

(2.318)
schreiben, wobei wir hier fiir die quasiklassische Néherung (I + 1) durch (I + 1/2)?
ersetzt haben.? Ein gebundener Zustand ist nur méglich, wenn Vofr einen attraktiven
Teil hat. Wir kénnen nun untersuchen, wie sich dieses Potential als Funktion von [
und Z verhélt. Um ein attraktives Potential zu erhalten, ist fiir gegebenen Wert von [
die Grenzbedingung an Z dann erfiillt, wenn das Potential in den eckigen Klammern
von (2.318) als Funktion von Z bei einem endlichen Wert von x verschwindet und dort
auch eine verschwindende Ableitung hat (siehe Figur).

A i

[ 2ugross [ klein genug

Diese Bedingung kann aus Gleichung (2.318) bestimmt werden. Das numerische Re-
sultat ergibt

Z ~0.155(21 + 1), (2.319)

Wenn wir jeweils zur nichsten ganzen Zahl abrunden, ergeben sich fiir Z (1) Grenzwerte,
oberhalb derer die Thomas-Fermi-Atome mit Elektronen htherer Drehimpulse stabil
sind. Dies ergibt die folgende Sequenz stabiler Atome:

4Fiir Details siehe Landau & Lifschitz, Quantenmechanik Band III, §49, 70 und 73.
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Drehimpuls =0 <1 1 <2 1<3
TF-Atom Z <4 5<Z 20< Z 54 < Z
l S s&p s,p&d s, p,d&f
wirkliche Atome | sfir Z>1 | pfir Z>5 | dfir Z>21 | ffiir Z> 58

Dies ergibt eine verbliiffend gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Natur. Fer-
ner findet man aus dieser einfachen Beziehung, dass fiir [ = 4 Z > 113 sein miisste.
Dies liegt gerade um die Grenze der heute erreichbaren Ladungszahlen der kiinstlich
erzeugbaren Elemente. Das hochste erreichte Z ist 118 und heisst zur Zeit ” Ununocti-
um”, was der Zahl 1-1-8 entspricht.

einer Ladungszahl oberhalb der Grenze der bekannten natiirlichen und kiinstlich
erzeugten Elemente (Z,,,, = 106 fiir Unh, Unnilhexium).

2.5.2 Hartree-Nidherung

Eine weitere Naherung, im wesentlichen basierend auf der Renormierung des Poten-
tials V'(r) durch die Elektronen, ist die Hartree-Ndherung. Diese erlaubt eine bessere
Behandlung der kinetischen Energie, da man ein effektives Einteilchen-Problem 16st.
Wir fithren die Einteilchen-Wellenfunktionen ¢;(7) mit den Einteilchen-Energien ¢;
ein. Die Elektronendichte, die wir vorher betrachtet hatten, ist

besetzt
n(7) = > lei(7)F. (2.320)
J
Diese Wellenfunktion ist eine Losung der Schrodinger-Gleichung
h2 2
(-5 + %) () = il ), (2.321)
wobei das effektive Potential gegeben ist durch
B Ze2 . 2 besetzt i

Dieses System von Differentialgleichungen (2.321) muss nun gelost werden und die
Losungen wieder in (2.322) eingesetzt werden, bis iterativ eine selbstkonsistente Losung
gefunden wird, d.h. das effektive Potential wird durch Wellenfunktionen erzeugt, die
Losungen der Gleichungen (2.321) sind. Die Gesamtenergie ist dann

besetzt 1 2 besetzt
Bo= 3 ey [ =S S = ala (MR (7)P (2329)
i 7

In der Hartree-Niaherung hat die Gesamtwellenfunktion daher die einfache Produkt-
form

\Ij(lvaN):Qol(l)@N(N)v (2324)

wobei alle Einteilchenwellenfunktion orthogonal zueinander sind und den N tiefsten
Energiewerten entsprechen, inklusive der Entartung fiir die beiden Spins (ohne Spin-
Bahn-Kopplung). Damit haben wir zum Teil das Pauli-Prinzip beriicksichtigt, dass kei-
ne zwei Elektronen im gleichen Zustand sein kénnen. Wir haben jedoch hier nicht die
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total antisymmetrische Gesamtwellenfunktion benutzt, wie es fiir Elektronen eigent-
lich verlangt wird. Damit fehlt natiirlich hier die Korrelation durch den Fermionen-
Austausch.

2.5.3 Hartree-Fock-Niherung

Im néchsten Schritt wollen wir nun die Fermionen-Austausch-Eigenschaften in unsere
Rechnung einschliessen. Das bedeutet, dass wir nicht nur eine einfache Produktform
der Vielelektronen-Wellenfunktion betrachten, sondern eine Slater-Determinante ,

pr(l) - a(N)

T : :
v en(1) ... en(N)
wobei ¢;(j) eine Einteilchenwellenfunktion bezeichnet fiir den Zustand mit Index 4
und den Koordinaten j (— (7;,s,)). Wiederum sind fiir den Grundzustand die Ein-
teilchenzustéinde mit niedrigster Energie sukzessive mit je einem Teilchen besetzt. Um
die Einteilchen-Wellenfunktionen zu bestimmen, kénnen wir wieder ein Differential-
gleichungssystem aufstellen im gleichen Sinne wie bei der Hartree-Ndherung. Es gibt
verschiedene Methoden, diese herzuleiten. Wir wéhlen hier einen variationellen Zu-
gang, indem wir die Energie mit der Wellenfunktion ¥(1,2,...,N) als Funktional
aufschreiben:

Blo) = ()= 3 [ {"hWi(F)Q - 262%<f>l2}

2m | 7|

(1,2,...,N) = (2.325)

- e (/dST loi (77 — 1)
1 L . R
3 [V = el
1,7

1 — — *( = — ([ = —
*52557;,% //dST dPr' V(7 — 7)er (F)ei(7)el (7)), (),
Z7J

(2.326)
wobei die Summen iiber die besetzten Zusténde fithren und ¢; als Lagrange-Multiplikator
eingefiihrt wird, um die Normierung der Wellenfunktion zu garantieren. Das Minimum
dieses Funktionals soll nun variationell bestimmt werden, was auf folgende Gleichungen
fiihrt,

v ze
2m T

o) = | [ext7)

besetzt

+/d3r’ V(=) Y o (7)pi(7) @i (7) = 8s,.0,05 (7 )i (7)) (77)
’ Hartree Fock
(2.327)
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Die resultierende Gleichung ist eine nichtlineare Integro-Differentialgleichung und kann
nur numerisch gelost werden. Dabei muss diese Gleichung auch wieder selbstkonsistent
fiir alle Einteilchen-Wellenfunktionen gelost werden wie bei der Hartree-Néherung. Der
Eigenwert ¢; entspricht nidherungsweise der Energie des Teilchens j, um es aus dem
Atom zu entfernen. Dies wird Koopmans Theorem genannt. Offensichtlich erhélt der
Lagrange-Multiplikator hier die Bedeutung der Einteilchenenergie. Beachte, dass wir
die Hartree-Niherung genau gleich herleiten kénnen, indem wir den Austauschterm
(Fock) weglassen.

Die Gleichung (2.327) beinhaltet zwar die fermionische Korrelation zwischen Elektro-
nen mit gleichem Spin, aber nicht zwischen Elektronen mit verschiedenem Spin. Das
bedeutet, dass hier die gegenseitige Coulomb-Abstossung der Elektronen nicht zu einer
zusitzlichen Korrelation (Elektronen stossen sich gegenseitig ab) in der Vielteilchen-
Wellenfunktion fithrt. Korrelationskorrekturen miissen durch andere Naherungsmetho-
den, z.B. storungstheoretisch, gefunden werden.

E= EO + Ee—e—Coul + EAustausch + EKorrelation (2328)
~~~ N——r S—— —
Einteilchen Hartree Fock andere Methoden

Mit der Hartree-Fock-Naherung kénnen wir nun die Energien eines leichten Atoms mit
der Genauigkeit von der Grossenordnung 0.1Ry ~ 1leV berechnen. Fiir viele Eigen-
schaften ist dies jedoch nicht ausreichend. Hier einige Beispiele fiir die Energie (in Ry)
in der Hartree-Fock-Nahrung:

Atom | Epp Egr | Pexakt

He —7.7 —5.724 | —5.808

Be —39.8 | —29.146 | —29.334

Ne —329.5 | —257.1 | —257.86

Waéhrend die Thomas-Fermi-Néherung nicht akzeptable Energiewerte liefert, ist im-
merhin die Skalierung der Energien mit Z7/3 nicht so schlecht, wie man leicht sehen
kann.

2.5.4 Das Periodensystem

Die Energien ¢; kénnen wegen der Rotationssymmetrie des Atoms, wie im Falle des
Wasserstoff-Atoms, durch die Quantenzahlen n,l und m ausgedriickt werden. Die
Prisenz anderer Elektronen fithrt natiirlich zur Deformation des Kern-Coulomb-Potentials,
so dass die grosse Entartung der Energieniveaus des Wasserstoffspektrums teilwei-

se aufgehoben wird. Die verbleibende Entartung (in der nicht-relativistischen Nihe-
rung) ist durch den Drehimpuls und die beiden Spinzustédnde des Elektrons gegeben:

2 x (21 4+ 1) fur die Energie €; = &,,;. Somit ergibt sich fiir jedes e,,; eine sogenannte
Schale, die mit Elektronen (je einem pro Zustand |n, I, m, s)) gefiillt werden kann:
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s-Schale (I =0) | 2 Elektronen

p-Schale (I =1) | 6 Elektronen
d-Schale (I = 2) | 10 Elektronen

f-Schale (I = 3) | 14 Elektronen

Das Erhohen der Kernladung Ze bewirkt die sukzessive Fiillung dieser Schalen. Wie
die Sequenz der Quantenzahlen n und [ geordnet nach ihren Energien ¢,,; aussieht,
kann nicht durch einfache Argumention, sondern nur durch komplizierte Rechnung
oder Experimente bestimmt werden. Es gilt ndherungweise

€1s < €25 < €2p < €35 < €3p < €gs < €3q < €4p < E5s
(2.329)
< €4q < E5p < €ps < E4f < €54 < €pp < €75 < E5f < €E6d < ETp

Damit ldsst sich das Periodensystem der Elemente beinahe zusammenstellen. Die
Auffiillung der Energieschalen gestaltet sich folgendermassen:

Elemente Ladungszahl Z | zu fiillende Schalen: n, !
H - He 1-2 1s
Li - Be 3-4 2s
B - Ne 5-10 2p
Na - Mg 11-12 3s
Al - Ar 13-18 3p
K- Ca 19 - 20 4s
Sc - Zn 21 - 30 3d
Ga - Kr 31 - 36 4p
Rb - Sr 37 - 38 s
Y - Cd 39 - 48 4d
In - Xe 49 - 54 5p
Cs - Ba 55 - 56 6s
La- Lu 57 -T1 5d 4f
Hf - Hg 72 - 80 5d
T1- Rn 81 - 86 6 p
Fr - Ra 87 -88 7s
Ac - Lr 89 - 103 6d 5f
Rf - Rg 104 - 111 6d 7s

Uun,Uuu,Uub 110 - 112 6d 7s ?
Uuq,Uuh,Uuo 114,116,118 p?

Wir nennen Elemente mit teilweise gefiillten s-Schalen Alkali-Metalle, mit teilweise
gefiillten 3d-, 4d- oder 5d-Schalen Ubergangsmetalle und mit teilweise gefiillten 4f-

oder 5f-Schalen Seltene Erden.
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Periodensystem der Elemente

Gruppe 1 2 3 4 5 & T ] 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
1 1 11 v W Vi VII VIIL
Periode Schale

K

b

L

o

'e

"

=

-

Lanthanoide

Amm‘ ] _

Periodensystem: Wikipedia hitp://de.wikipedia.org/wiki/Periodensystem

Chemische Eigenschaften: Die chemischen Eigenschaften werden von den &ussersten
Elektronen bestimmt. Elemente mit denselben Konfigurationen der dussersten Scha-
le sitzen in der gleichen Spalte der Periodentabelle und haben dieselben chemischen
Eigenschaften.

o teilweise gefiillte s- und p-Schalen sind dusserst wichtig fiir chemische Bindungen,
da sich diese Orbitale weit ausdehnen. Insbesondere sind Elemente die nur ein
s-Elektron besitzen besonders reaktiv (H und die Alkali-Metalle Li - Fr). Grosse
Reaktivitédt finden wir auch fiir Elemente, die ihre p-Schale bis auf ein Elektron
aufgefiillt haben (Halogene F - At).

o vollstindig gefiillte s- und p-Schale finden wir fiir die Edelgase He, Ne, A, Kr,
Xe und Rn. Diese gehen keine chemischen Bindungen ein.

o teilweise gefiillte d-Schalen der Ubergangsmetalle sind chemisch nicht so relevant,
da sie nahe beim Kern liegen. Sie fithren jedoch zu magnetischen Eigenschaften,
wie etwa dem Ferromagnetismus von Fe, Ni und Co oder zu Antiferromagnetis-
mus in Cr.

o teilweise gefiillte f-Schalen werden bei den seltenen Erden realisiert (Lanthanide
und Actinide). Diese sind so nahe am Kern gebunden, dass sie chemisch eine sehr
untergeordnete Rolle spielen. Sie kénnen jedoch lokalisierte magnetische Momen-
te erzeugen und sind verantwortlich fiir Magnetismus in vielen Festkorpern.
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2.5.5 Hund’sche Regeln

Fiir Elektronen mit teilweise gefiillten p-, d- oder f-Schalen stellt sich die Frage, wie
sich die Elektronen dieser Schalen im Grundzustand anordnen. Diese Frage kann am
einfachsten am Beispiel des Kohlenstoff-Atoms (152 2s? 2p?) mit zwei 2p-Elektronen
illustriert werden. Die Elektronen in der p-Schale haben 6 Zustéinde zur Verfiigung:

|pz)

1)

[vp) = Ipy) (2.330)
) °(1})

Die beiden Elektronen kénnen unter 15 verschiedenen Konfigurationen “auswéhlen”
(5-6/2!). Die Energie der Zusténde wird durch den Hamilton-Operator

H=Ho+ H.+ Hy (2.331)

mit

~ _)2 ~
Ho=)_ { otV Fi)} (2.332)

7

bestimmt, wobei V(7;) das effektive Potential in der Hartree-Nidherung beschreibt,
mit entarteten Einteilchenzusténden in der p-Schale. Die weiteren Terme spalten diese
Entartung auf. Der Korrelationsterm ist gegeben durch

Ze2 ~
- § Y ( c Fi)) (2.333)
7” . i
L;é] i
und die (relativistische) Spin-Bahn-Kopplung durch

Hy,=AY L. 8, = #MVZ .9, (2.334)

2m2cZ r dr

Die beiden Terme H . und H so sind klein fiir kleine Z. Man kann sie grob abschétzen:
Die Korrektur zur Energie pro Elektron fiir den Korrelationsterm wird variationell
durch die Varianz abgeschétzt

2
p Z
B~ \J(H2) ~0.15 f ~1eVVZ, (2.335)
0

da der variationelle Erwartungswert der Hartree-Ndherung (ﬁ ) = 0 ergibt. Der Spin-
Bahn-Kopplungsanteil hingegen folgt aus

-~ 1 1dV = = 5 €2 5 5 5
m=c T ar N——— a
h2 0

Ze?/a=Z2%€?/a}

wobei das Thomas-Fermi-Resultat a = Z~/3ag verwendet wurde. Damit ist klar, dass
fiir kleine Z der Korrelationsterm dominiert, wihrend die Spin-Bahn-Kopplung mit
steigendem Z rasch zunimmt und fiir grosse Z den fithrenden Beitrag gibt. Die Grenze
liegt ungefihr bei Z = 80 Pb (Blei).
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Wir kehren zuriick zum Kohlenstoff-Atom (1s? 2s? 2p?), um den Fall kleiner Z zu
illustrieren. Wir konzentrieren uns zunichst auf den Effekt des Korrelationsterms H -
Um die Multipletts zu beschreiben, die sich nach der Aufspaltung der Entartung erge-
ben, kombinieren wir den orbitalen Drehimpuls und den Spin der beiden p-Elektronen
durch Addition. Im ersten Schritt finden wir fiir den Drehimpuls

D1 ® D1 =Dy @& D1 @ Do, (2.337)
d.h. Drehimpulse L von 0 bis 2. Fiir den Spin erhalten wir

D%@D% =Dy @ D1, (2.338)

was natiirlich der Spin-Singulett- und Spin-Triplett-Konfiguration entspricht. Ferner
lassen sich nun Drehimpuls L und Spin S wiederum in einen Gesamtdrehimpuls J
zusammenziehen. Unter Verwendung der Tatsache, dass die Wellenfunktion der bei-
den Elektronen unter Vertauschung antisymmetrisch sein muss, kénnen wir nun die
folgenden L-S-Multipletts erzeugen:

orbitaler Drehimpuls Spin Gesamtdrehimpuls 25H1L Entartung
L = 2 symmetrisch S = 0 antisymmetrisch J=2 D, 5
L =1 antisymmetrisch | S = 1 symmetrisch J=0,1,2 3Py, 3Py, 3Py 9
L = 0 symmetrisch S = 0 antisymmetrisch J=0 1S, 1

Beachte, dass die Vertauschungssymmetrie der orbitalen Wellenfunktionen von der
Paritdt bestimmt wird (symmetrisch fiir gerade L und antisymmetrisch fiir ungerade
L), und fiir den Spin ist das Singulett (Triplett) die antisymmetrische (symmetrische)
Konfiguration. Beachte, dass die Gesamtzahl der in diese Multipletts aufgespaltenen
Zusténde wiederum 15 ist. Fiir die L-S-Multipletts verwenden wir die Notation

L, (2.339)

d.h. die Multiplizitdt des Spin (2S5 + 1), den orbitalen und Gesamtdrehimpuls. Der
orbitale Drehimpuls wird durch die Grossbuchstaben S, P, D, F,G,H,I,... fir L =
0,1,2,3,4,5,6, ... bezeichnet.

Fiir das C-Atom ergibt sich daraus die folgende Aufspaltung:

=0 5=0 's 0

1s? 252 2 2 -2 $= ]
Is P =2 5=0 D,

— — 3 3
=1 5=1 3p0 : P
LS—Multipletts

Es zeigt sich, dass das L = S = 1-Multiplett die niedrigste Energie hat. Eine weitere
Aufspaltung der Multipletts ergibt sich, wenn wir die Spin-Bahn-Kopplung einschalten.
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Dann verlieren L und S ihre unabhéngige Bedeutung, und nur J bleibt eine gute
Quantenzahl. Wir fithren daher die (J, M)-Basis ein

INLSM, Mg) — |NLSJM) (2.340)

mit M als Index fiir die Konfiguration (M = My, + Mg). Wenn wir ﬁso in der L-S-
Multiplett-Basis ausdriicken, kénnen wir ihn schreiben als

= = = = A
aL;-§;—-AL-§ =S +1) = L(L+1) = S(S+1)), (2.341)

wobei A von L und S abhéngt. Man findet, dass A in unserem Fall positiv ist und da-
her J = 0 dem tiefsten Energiezustand entspricht. Die Multiplett-Aufspaltung erfolgt
daher in der Form:

[=0 $=0 .. 'S,
1s 18%2s% 2p% 7 =0 8=0 . 'D,
' ~07 eV
3
=] S=1| .-~ [~oorev sgﬂ
g
LS-Mulfipletts Felnstruktur

Die tiefste Konfiguration fiir das Kohlenstoff-Atom ist 3Py. Die Aufspaltung durch
Spin-Bahn-Kopplung nennt man Feinstruktur.

Fiir leichte Atome erhalten wir also die Multiplett-Konfiguration iiber die L-S-Multipletts
des totalen orbitalen Drehimpulses und Spins, die durch H . aufgespalten werden.
Diese werden dann durch die schwache Spin-Bahn-Kopplung in einen totalen Spin J
kombiniert.

)

L= Z I_;i, S = Z S"Z He L-S-Multipletts —= J = L+ 8 Feinstruktur
i i

(2.342)
Wenn wir zu schweren Atomen iibergehen (Z > 80), dann sind beide Korrekturen nicht
mehr klein und eine stérungsméssige Betrachtungsweise ist nicht mehr angebracht. Die
Spin-Bahn-Kopplung ist nun dominierend, so dass wir als Ausgangspu_r}kt die Einteil-
chenzusténde in ihrer Gesamtdrehimpuls-Basis betracht_e;n miissen, J; = L; + S;.
Der Korrelati_'onsterm gibt dann eine Kopplung fiir die J; und definiert den Gesamt-
drehimpuls J des Atoms (jj-Kopplung).

Iij s0 If_j <

Ly, S0 =% Ji=Li+ S, =5 J=)J, (2.343)
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Hund’sche Regeln: Wir formulieren nun die Hund’schen Regeln fiir die Konfiguration
der teilweise gefiillten Schalen, die empirisch hergeleitet wurden. Es lassen sich jedoch
auch einige Plausibilitdtsargumente finden, um diese Regeln zu begriinden.

1. Das L-S-Multiplett mit dem grossten Spin S hat die kleinste Energie.

2. Falls mehrere L mit dem gleichen S méglich sind, hat das grosste L die niedrigste
Energie.

3. Die Spin-Bahn-Kopplung ergibt folgenden Gesamtdrehimpuls: J = |L — S| fiir
halb und weniger als halb gefiillte Schalen, und J = L 4 S fiir mehr als halb
gefiillte Schalen.

Wir geben nun einige Argumente fiir diese Regeln:

1. Der maximale Spin S fiihrt auf eine vollstdndig symmetrische Spinwellenfunkti-
on, so dass die orbitale Wellenfunktion vollstindig antisymmetrisch sein muss.
Die Elektronen kommen sich wegen der Austauschkorrelation nicht so nahe. Der
Effekt der abstossenden Coulomb-Wechselwirkung wird auf diese Weise redu-
ziert.

2. Fiir maximalen Drehimpuls L sind die Elektronen weiter vom Kern entfernt und
haben folglich eine kleinere Dichte. Auch dies reduziert die Coulomb-Energie.
Zudem ergibt sich diese Eigenschaft auch direkt aus der Antisymmetrisierung
der orbitalen Wellenfunktion.

3. Fir die Spin-Bahn-Kopplung betrachten wir zunéchst den Fall, dass die Schale
halb oder weniger als halbgefiillt ist. Dann sind alle Spins parallel, d.h. fiir diesen
Hilbertunterraum gilt

= = = a
GE Li'SiNaE Li- ~ —
- - n n

3 3

so dass A~ a/n >0 und J = |L — S| die Energie minimiert (25 = n = Anzahl
Elektronen in der Schale). Fiir mehr als halbgefiillte Schalen kénnen wir das
folgende Manover durchfithren. Wir addieren den Beitrag fiir die nicht besetzten
Spins (ergibt ganz gefiillte Schale) und subtrahieren ihn wieder. Da die gefiillte
Schale verschwindende Spin-Bahn-Kopplung hat (Spin-Singulett) verbleibt der

‘ Cm)

— — —
-

L-§=AL.35, (2.344)

subtrahierte Term —a ", L i S i~ Nun koénnen die Spins und Drehimpulse als
“Loch”-Spin und -Drehimpuls aufgefasst werden mit S =- > Siund L =

-3 L ;. Da diese wiederum ausgerichtet sind, erhalten wir A = —a/n < 0 mit
(25 = n = Anzahl fehlender Elektronen in der Schale). Damit wird natiirlich
J =L+ S der Gesamtdrehimpuls minimaler Energie.

Diese Argumente basieren auf der Betrachtungsweise fiir leichte Atome. Die Hund’schen
Regeln gelten aber fiir alle Atome. Wir wenden sie hier fiir zwei einfache Beispiele an:

e Stickstoff (N) mit der Elektronkonfiguration 1s%2s% 2p® (Z=7): Dies ist eine halb-
gefiillte p-Schale. (1) der maximale Spin ist S = 3/2 und (2) der maximale
mogliche Drehimpuls ist L = 0(= 14 0 — 1). Daraus ergibt sich mit der Spin-
Bahn-Kopplung (3) J = |L— S| = 3/2. Die resultierende Konfiguration ist *S; /5.
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e Samarium (Sm) mit der Elektronkonfiguration [Xe]6s?4f6 (Z=62): Dies ist eine
weniger als halbgefiillte Schale. (1) der maximale Spin ist S =6 x 1/2 = 3 und
(2) der maximal mégliche Drehimpulsist L =3(=34+2+1+0—-1—2). (3) die
Spin-Bahn-Kopplung ergibt J = |L — S| = 0. Die Konfiguration ist daher " Fj.
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Grundzustandskonfigurationen fiir d-Schale nach der Hund’schen Regel:

=S|

n<5b

n |l,=2 1 0 -1 =2| S |L=|Y1L] J:{L+S n>5 Symbol
1 ! 1/2 2 3/2 *D3 /5
2 | ! 1 3 2 3Fy
3 ! R 3/2 3 3/2 YFy )
4 ! [ 1 2 2 0 5Dy
5 ! Lo bl 5/2 0 5/2 08572
6 Tl L 2 4 °Dy
7 L I A A A I 7 3 9/2 Yy
8 L A A A A 3 4 °F,
9 [ I R WA A S V5 2 5/2 *Ds
L S I S S P 0 0 'So
Grundzustandskonfigurationen fiir f-Schale nach der Hund’schen Regel:

L-S n<7
n |[l,=3 2 1 0 -1 =2 =3| S |L=|Y1L| J:{|L—|—S| n>7 Symbol
1 ! 1/2 3 5/2 *F5 /o
2 | ! 1 5 4 3Hy
3 ! U 3/2 6 9/2 ey
4 1 A 2 6 4 °14
5 | Lol 5/2 5 5/2 SHs /o
6 ! I 3 3 0 "Fo
7 l L e 0 7/2 *S7/2
8 Tl e 3 6 Fs
9 ot L1 |5/2 5 15/2 ®His)o
L A L T e A 6 8 oIy
wiportooreorot bbb 3/2 6 15/2 Iis/2
2 10 111ttt b 1 5 6 *He
L I T e A I 92 3 7/2 2Fr )y
L S A A P A A e Y 0 0 'S

2.5.6 Zeeman-Effekt und magnetisches Moment

Atome mit teilweise gefiillten Elektron-Schalen haben ein magnetisches Moment, an
das das Magnetfeld koppeln kann. Dies wird durch den Hamilton-Operator

= e ~ ~ e ~ ~
HZ:%(LZ—FzSZ)BZ:%(JZ"' SZ)BZ

(2.345)

beschrieben. Die Multiplett-Zustdnde des Atoms sind Eigenzustinde des Gesamtdre-

himpulses J : [NLS.JM). Daher kénnen wir den Erwartungswert ( S .) nicht so einfach
wie (J,) = M ausdriicken. Es zeigt sich jedoch, dass (S ,) o« (J.) ist. Dies ergibt
sich aus folgenden Beziehungen:

S

—
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—

wobei wir verwendet haben, dass S x § =ih S .Durch das Vektorprodukt mit J
erhalten wir

wn
Cm)
X
<)
I
|
o~
=
Uy
X
N
X
.

Sx J(L -8
(2.347)

=—in{L(S-J)=S(L-J)N=in{—J (8- -J)+ § J2}.

Da |NLS.JM) ein Eigenzustand von L - S ist, muss der Erwartungswert von (2.347)
verschwinden, so dass folgt

—
—

(S T =(J (8- J). (2.348)
Daraus konnen wir herleiten, dass

JJ+1)+S(5+1)— L(L+1)

S 2.34
(5.)=(J.) 10 ) , (2:349)
denn
= > 1. = =
S-J:§(J2+ S2— 17, (2.350)
Somit ist die Zeeman-Energie
EZ = /,LBgJMBZ 5 (2351)
mit dem Landé-Faktor
JJ+1)+S5(S+1)—L(L+1
gr=1+ T+D+SE+1) - LIL+1) (2.352)

2J(J +1)
Damit folgt auch, dass das magnetische Moment eines Atoms mit Gesamtdrehimpuls
J ausgedriickt wird als

i = %BgJ J. (2.353)

Zum Beispiel hat Stickstoff ein magnetisches Moment der Grésse u = 3up und Sama-
rium p = 0.

Beachte, dass fiir leichte Atome und starke Felder die Zeeman—Energle die Feinstruktur-

Aufspaltung iiberschreiten kann. Dann kénnen wir L und S wieder als unabhéngig
betrachten. In diesem Grenzfall sind S,S,, L, L, und J, Konstanten der Bewegung,
nicht jedoch der Gesamtdrehimpuls J:

EZ :MBBZ(ML+2MS)+AMLMS (2354)
Dies wird auch Paschen-Back-Effekt genannt.
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2.6 Molekiile und chemische Bindungen

Molekiile, bestehend aus mehreren Atomen, sind Konglomerate von Kernen und Elek-
tronen. Die Stabilitdt dieser Gebilde fiihrt unweigerlich auf die Diskussion der chemi-
schen Bindungen, die auf quantenmechanischen Prinzipien aufbauen. Wir unterschei-
den zwei wesentliche Typen von solchen Bindungen, heteropolare und die homdopolare
Bindungen.

Heteropolare Bindungen kommen zustande, wenn zwei verschiedene Atome zusammen-
kommen, wobei das eine dem anderen ein oder mehrere Elektronen iibertragt. Damit
besitzen wir ein positiv und ein negativ geladenes Ion, die sich gegenseitig elektrosta-
tisch anziehen. Man spricht dann auch von ionischen Bindungen oder, im Falle von
Festkorpern, von einem Ionengitter. Kochsalz NaCl ist ein typischer Fall einer Ionen-
verbindung, wobei Na ein Elektron an Cl abgibt, so dass Nat und Cl~ sich anziechen.
Dieser Vorgang kann nur innerhalb der quantenmechanischen Beschreibung der Ato-
me verstanden werden. Na hat ein 3s-Elektron in der dussersten Schale, wihrend Cl
5 3p-Elektronen besitzt. Dadurch, dass ein Elektron von Na and Cl iibergeht, besit-
zen beide Atome nur komplett gefiillte Schalen. Im Endeffekt kénnen wir diese Ionen
néherungsweise als wechselwirkende geladene Teilchen ansehen, die einen gebundenen
Zustand annehmen.

Homoopolare Bindungen basieren auf dem Prinizip der geteilten Elektronen. Dazu
gehoren alle diatomischen Verbindungen aus gleichen Atomen, wie etwa das Wasserstoff-
Molekiil Ho, das uns im Folgenden beschéftigen wird. Die Beschreibung der homé&opo-
laren Molekiile ist um einiges komplexer als die der Atome, da sie die Dynamik der
Kerne und der Elektronen beinhaltet, wobei sehr viel weniger Symmetrien als bei Ato-
men vorliegen. Wahrend wir bei der Diskussion der Atome uns auf die Elektronen
konzentriert und den Kern nur als Potentialquelle betrachtet haben, ist das Problem
der Molekiile ein echtes Vielteilchenproblem mit verschiedenen Teilchensorten. Es zeigt
sich jedoch, dass wir die Dynamik der Kerne und der Elektronen separieren diirfen,
da diese sehr unterschiedliche Massen haben.

2.6.1 Separation der Energieskalen

Wir wollen einige einfache Abschétzungen machen, um die Separierung der beiden
Energieskalen fiir Kerne und Elektronen aufzuzeigen. Der ausschlaggebende Punkt
liegt im grossen Unterschied der Masse von Elektronen und Kernen, m bzw. M:

% ~107% —107°. (2.355)

Damit lassen sich die Bewegung der Elektronen und Kerne unabhéngig voneinander
betrachten. Die Elektronen bewegen sich so schnell, dass die sich langsam verdndernden
Kernkonfigurationen von ihnen als quasistatisch empfunden werden. Andererseits wird
die Wechselwirkung der Kerne und ihre Dynamik durch stationére Elektronenzusténde
bestimmt (adiabatische Anpassung der Elektronen).

Vergleichen wir einige Energien fiir ein diatomisches Molekiil aus zwei identischen
Atomen. Das Molekiil hat die charakteristische Ausdehnung R (~ Abstand der Kerne).
Die typische Elektronenenergie

p2 h2
" 2m " 2mR?
ergibt sich aus der Unschérferelation. Die Kernbewegungen des Molekiils beinhalten
Translationen, Vibrationen und Rotationen. Relevant sind fiir den Vergleich nur die

Ee

(2.356)
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letzten beiden. Die Vibration kann als Bewegung in einem harmonischen Potential
aufgefasst werden (Federmodell des Molekiils). Die potentielle Energie Mw?r?/2 (r:
Auslenkung vom Gleichgewichtsabstand R) hingt mit E, zusammen. Eine Auslenkung
des Molekiils um R wiirde einer Energie vergleichbar mit E, entsprechen. Daher kénnen
wir w abschétzen durch:

MR~ o By o~ R (2.357)
mR? T VMmRe TN M '

Die Energie der Vibration fithrt auf

P2 hw P yma3/A4
(M) Ves

—_— = VK =

die Kerngeschwindigkeit, die viel kleiner ist als die Elektronengeschwindigkeit. Auch
die charakteristische Auslenkung der Molekiilschwingungen,

A 1/2 m 1/4
R = <MW> ”(M) R, (2.359)

ist viel kleiner als die Molekiildimension R.
Die Rotationsenergie wird vom Tragheitsmoment I = M R? bestimmt,
RA(1+1) h? m
E.ot = ~ ~—F,, 2.360
' 21 MR? M (2.360)

und ist auch viel kleiner als E.. Wir finden die Hierarchie

Ee > Evib > Erot ) (2361)

die wir im letzten Abschnitt noch einmal etwas detailierter betrachten werden.
2.6.2 Born-Oppenheimer-Niherung

Wir wollen nun die adiabatische Formulierung von Born und Oppenheimer betrachten.
Die Schrodinger-Gleichung fiir unser Vielteilchenproblem hat die Form

ey o B oy - _
——ZVM—ZZMVRPLV (7, R) = By(7, R). (2.362)
g=17

Dabei bezeichnet V = V. + Vo + Vgi die Coulombpotentiale zwischen Elektro-
nen, zwischen Elektronen und Kernen, und zwischen Kernen. Zur Vereinfachung der
Notation verwenden wir # fiir (71, ¥2,..., ©p) und R fiir (ﬁl, Ro...., EN)7 die
Elektron- bzw. Kernkoordinaten. Nun fithren wir den Ansatz

(7, R) =ug(7)w(R) (2.363)

ein, wobei u ; () die Losung der Gleichung

2 n . .
{;ZV%*V}U@(F)U(RMR(F) (2.364)
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fiir gegebene Kernkonfiguration R ist. Dies ist das elektronische Problem, wobei U( R)
den Eigenwert der Losungen darstellt. Wir nehmen an, dass sowohl u 5 (7) als auch

U(R) eine stetige Abhéingigkeit von R haben. Dann kénnen wir die Schrédingerglei-
chung (2.362) neu schreiben als

N
- . .
-> mv"‘éﬁU(R)—E (7, R)=0 (2.365)
j=1""

oder

N po o i} ) i} . )
:ZT{w(R>Véj“§(T)+2(Véjw(R))'(Véjuﬁ(r))}-

(2.366)
Wir multiplizieren die Gleichung mit u 5 (77)* und integrieren iiber alle Elektronenko-
ordinaten 7. Der resultierende Term auf der rechten Seite der Gleichung ist sehr viel
kleiner als die linke Seite. Zunéchst gilt

IR - 1= . .
/d3r ug(r)'V gug(r)= §V éj/ddr lugz (7> =0, (2.367)
da die Wellenfuglktion des gebundenen Zustandes reell gewéhlt werden kann und un-
abhéngig von R normiert ist. Ferner findet man

. 72

3 * - 2 = 3 =112 m
—_ d'f‘u—»('f’)v*UR’(T)N_W/dThLR'(TN :_ME6<<E6~

(2.368)
Damit diirfen wir die Terme der rechten Seite vernachléssigen und erhalten die Glei-
chung fiir die Kerndynamik:

N

_227\43-621%”](}?) w(R) = Euw(R). (2.369)

Jj=1

Beachte, dass der Born-Oppenheimer-Ansatz (2.363) nicht beriicksichtigt, dass durch
die Kernbewegung Matrixelemente zu anderen elektronischen Zustédnden auftauchen.
Diese koénnen auch abgeschiitzt werden und sind um einen Faktor (m/M)'/? unter-
driickt, so dass wir auch diese vernachldssigen konnen.

2.6.3 Das Hj-Ion

Wir wollen nun das wohl einfachste Beispiel betrachten: zwei Protonen und ein Elek-
tron, d.h. das H;—Ion. Es gibt als Symmetrie den Spiegelungspunkt in der Mitte der
Verbindungsachse der beiden Protonen an den Positionen R 4 und R B-

175



Der Hamilton-Operator ohne die kinetische Energie der Protonen hat die Form

2 2 2
c c (2.370)

Mg & _ + :
|7 — Ra|l |¥—Rp| |Ra— Rp|

H=-—
2m
Wir gehen nun das Problem variationell an, indem wir fiir die Elektronenwellenfunktion

die Superposition zweier 1s Wasserstoff-Zustdnde annehmen:

1 e|T—Rasl/ao (2.371)

up(r)=apa(7)+bpp(7)  mit  ¢ap(7)= Ve

wobei B = R A— R B- Wegen der Spiegelsymmetrie kénnen wir Zustéinde mit gerader
oder ungerader Paritéit beziiglich der Spiegelung unterscheiden:

ug (7)) =Ce{oa(r) £ op(7)} (2.372)
Die Normierung liefert
2
! mit  S(R) = /d% da(7F) dp(F) = {1+ L RQ}BR/M ’
ap  3aj
(2.373)

Cy = —F——=—
2(1 £ S(R))
wobei R = | Ri— R B|- Wir berechnen nun die variationelle Energie
B |y - VAU A + (BIH |B) £ 2(A H |B) _ (A|H |A) + (A H |B)
cx(R) = (A% = 21+ 9) - 1£8 '
(2.374)

Die Matixelemente sind gegeben durch
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. f P e? . e
(A|H |A) :/d% ¢A(F) H pa(F) :EOJr—f/d?’r EER  —
R |T — RB‘
e? R
= E — (1 b —2R/ao
0+ R ( + ao) e
(2.375)
und
~ ~ 62 62
(A|H |B) = /d3r oa(7) Hop(7) = (EO - ) S - /d% ¢a(T) (7)) ——=—
R |7 — R p|
2 2
= <E0+e)s—€ <1+R e /a0
R ap ag
(2.376)
wobei Fy = —1Ry die Bindungsenergie des Elektrons im isolierten Wasserstoff-Atom

ist.

Die Variationsenergie verhilt sich korrekt fiir den Grenzfall R — oo, denn e+ — Ej.
Hingegen ergibt sich fiir R — 0 e, — e?/R — —3Ry und nicht —4Ry, wie fiir das
He™-Ton nétig wire.

k

L e 4w e
ungerade K .

0 EJ’s N Eis

R
€,
-0. 13Ry © + ¢

gerade

Der Zustand gerader Paritédt hat ein Minimum bei R,,;, = 1.3 A mit ey = —1.13Ry.
Der korrekte Wert ist Rynin = 1.06 A und €+ = —1.21Ry. Fiir den Zustand ungerader
Paritéit existiert kein Minimum. Am stabilsten ist daher ein gebundener Zustand mit
den beiden Kernen auf der Distanz R,,;,, die von einem Elektron umkreist und zu-
sammengehalten werden. Worin liegt der Energiegewinn fiir das Elektron? Es wird von
zwei Kernen angezogen und kann kinetische Energie gewinnen, indem es einen weiteren
Bereich der Bewegung hat. Um jedoch davon zu profitieren, diirfen die Kerne nicht
zu weit von einander entfernt sein. Dieser Energiegewinn muss mit der abstossenden
Coulombwechselwirkung aufgewogen werden.

2.6.4 Das Wasserstoff-Molekiil H,

Nun betrachten wir 2 Protonen und 2 Elektronen. Der Hamilton-Operator hat die
Form

~ h? - e e 2 e
H = - —Vi- — — - + =4+ —=— 2.377
1_21:2{ 2m " |7 — R4 |Fi—RB|} R |71 — T2 ( )



Die Elektronen-Wellenfunktion muss antisymmetrisch sein. Es gibt zwei wichtige Ansétze
fiir diese Wellenfunktion:

Hund-Mullikan-Molekiilorbital-Ansatz: Dieser Ansatz entspricht im wesentlichen zwei
Elektronen im u-Zustand des Hj -Tons. Dies erfordert, dass die Spinkonfiguration ein
Singulett ist.

upnm(1,2) =ugz (T1)ug (72)x0(s1,52)

1

= 35 5) A7) +on(F)HEa(T2) + 65(72) xo(s1.52)

= m {0a(7T1)0a(72) + dB(T1)pp(T2)} (2.378)

Term 1

+{9a(71)pB(72) + da(72)pB(71)}
Term 2

Dabei entspricht der Term 1 der Situation, in der beide Elektronen mit demselben
Atom assoziiert sind, wihrend im Term 2 die Elektronen je einem Atom zugehoren.
Eigentlich sollte fiir R — oo nur Term 2 vorhanden sein, da H+H energetisch giinstiger
ist als HY +H~. Dies ist also ein Nachteil dieses Ansatzes. Auch fiir R — 0 hat der An-
satz kein optimales Verhalten, die Wellenfunktionen entsprechen zwei 1s-Wasserstoff-
anstelle von 1s-Helium-Wellenfunktionen.

Heitler-London-Ansatz: Ein Ansatz, der wenigstens den Limes R — oo verbessert, hat
folgende Form:

1
V201 + 52)

fiir die Singulett- und

us(1,2) = [0a(71)pB(T2) + ¢B(T1)Pa(72)] Xs(51,52) (2.379)

Ut(1’2) = 2(11_52) [¢A(Fl)¢B(F2) - ¢B(F1)¢A(7?2)] Xt(Sl,SQ) (2-380)

fiir die Triplett-Konfiguration. Im ersten Fall ist der orbitale Teil gerade und im zweiten
ungerade. Wir berechnen nun fiir diesen Ansatz die variationelle Energie:

(AB|H |AB) + (BA| H |AB)

ex(R) = 1152 (2.381)
Die Matrixelemente sind gegeben durch
UB|AIAB) = [ @ s oa(71) 6m(72)" Hoa(71)0m(72)
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2

2E, + % +Vi(R), (2.382)

(BA| [ |AB) — / &ry dry op(71) 6a(72)" H da(7F1)o5(72)

2
52 (QEO + ;) + Viu(R), (2.383)

wobei die direkte Wechselwirkung durch

62 62 62
VlR) = [ dry dra [oa(7 ) Flon(7)l e T

_7'2| |7”2—RA| |T1—RB|

(2.384)

und die Austauschwechselwirkung durch

Ver(R) = [dPr1 dro ¢p(71)*0a(T2)* da(71)dp(72)
d o 2 2 (2.385)
[F1—72]  |Fa—Ra| |71—Rg|
definiert wird. Die Energie ist folglich
2 VuR) £ V(R

er =28y + & 4 VB EVeulB) (2.386)

R 1+.52

Es gibt ein Minimum fiir €4 bei Ry = 0.78A mit €+ = —2.2Ry. Verglichen mit den
exakten Werten Ryin = 0.74A und € = —2.35Ry, also nicht so schlecht, allerdings
entspricht die Energiedifferenz von 0.15 Ry in Temperatur ausgedriickt ca. 20000 K.

Symmetrie der Molekiil-Zustinde: Obwohl die Molekiilorbital-Néherung in den Grenz-
bereichen versagt, ist sie nicht so schlecht fiir R ~ 1.5aq, also im relevanten Bereich
des Kernabstandes. Sie hat zudem den Vorteil, dass sie mehrere Varianten fiir elek-
tronische Orbitale zuldsst. Wir untersuchen hier die moéglichen Kombinationen, wobei
wir eine Klassifizierung der Zusténde nach ihren Symmetrien vornehmen. Analog zu
den Atomen fiihren wir fiir die Zustdnde diatomischer Molekiile die folgende Notation
ein:

25HIN, (2.387)

25 + 1 entspricht der Entartung des Spins. Die orbitale Symmetrie wird durch A
definiert, d.h. die Rotationssymmetrie um die Verbindungsachse zwischen den bei-
den Kernen. Die Verbindungsachse wird als Rotationsachse verwendet und fiihrt auf
Quantenzahlen m = 0,41, +£2,.... Diese werden durch die Symbole A = X IIL A, ...
analog zu s,p,d, ... fir die Kugelsymmetrie bezeichnet. Die Paritéit p beziiglich des
Spiegelungspunktes zwischen den beiden Kernen ist entweder gerade (g) oder ungerade
Damit kénnen wir nun fiir die atomare 1s-Schale die verschiedenen Molekiil-Zusténde
fiir zwei Elektronen katalogisieren:

Symmetrie | Zustand

g4 upr4 (7 1)ur+(72)Xs

DI up—(71)ur—(72)Xs

3% {upt (T1)ur—(72) — ur—(71)urs(72) }x1
'3, {ury (F1)ur—(72) + ur—(71)urs (72) }Xs




Wir kénnen nun unter diesen 6 Zustdnden nach dem energetisch giinstigsten suchen,
wobei wir wieder das Variationsprinzip anwenden. Zusténde gleicher Symmetrie diirfen
dabei iiberlagert werden. Daher betrachten wir auch die Kombination der Zusténde
|4+) von 13,4

) = ayl+) +a|-), (2.388)

wobei die Koeffizienten a einen weiteren Variationsfreiheitsgrad bedeuten. Tatséchlich
ergibt diese Kombination den energetisch giinstigsten Zustand (12g), der im Ver-
gleich zum Heitler-London-Zustand (Fyp = —2.226Ry) eine leicht tiefere Energie
hat, By, = —2.229Ry mit a— = 0.12a,. Die Verbesserung ist klein verglichen mit der
exakten Energie F = —2.35Ry.

Die hier beschriebene chemische Bindung fiir homdopolare Molekiile ist eine sogenannte
kovalente Bindung und ist moglich zwischen Atomen mit teilweise gefiillten Schalen.
Fiir He ist die 1s-Schale komplett. Wenn wir die Molekiilorbitale sukzessive auffiillen,
konnen wir wegen des Pauli-Prinzips nur zwei Elektronen im energetisch giinstigsten
Orbital unterbringen. Die anderen beiden miissten das néchst hohere Orbital besetzen,
was 2%, in unserer Liste entspricht. Dies fithrt jedoch zu einem Energieverlust, so dass
das Hey-Molekiil nicht existiert. Beachte jedoch, dass wenn wir ein Elektron entfernen,
das resultierende Molekiil Heg' stabil ist, da sich nur ein Elektron im ungiinstigen
Molekiilorbital befindet. Die Symmetrie des Molekiils entspricht 2%, da das dritte
Elektron einen Spin S = 1/2 mitbringt und ein Orbital ungerader Paritit besetzt.?

A
+

E H. H, He,

2 1 2 1
p28 p2% Y Yq
(- _
instabiles
stabile Moleklle Molekl

2.6.5 Strukturen kovalenter Molekiilbindungen

Wir haben uns bisher mit den einfachsten der Molekiile beschéftigt, den diatomischen
mit einer einfach besetzten 1s-Schale. Fiir teilweise gefiillte p- oder d-Schalen gibt es

5Es bleibt noch zu erwihnen, dass wir hier immer die Van der Waals-Wechselwirkung ignoriert
haben. Diese ist relevant fiir Abstédnde, die wesentlich grosser sind als diejenigen der kovalenten Bin-
dungen. Es bleibt zu erwéhnen, dass die Van der Waals-Wechselwirkung fiir die He-Atome eine gewisse
Rolle spielt, ohne jedoch zu Molekiilen zu fithren. Diese Wechselwirkung ist jedoch mitverantwortlich
dafiir, dass sich die fermionischen 3He-Atome zu sogenannte Cooperpaaren binden und unterhalb von
T = 2mK eine Suprafliissigkeit bilden.

180



eine grossere Vielfalt der Molekiilorbitale. Damit wird es auch wichtig, die Einelektron-
Zustinde des Molekiils analog zu den Zustéinden im Atom nach ihren Symmetrien
(Quantenzahlen) zu charakterisieren.

Zur Verallgemeinerung der kovalenten Bindung betrachten wir hier den Fall teilweise
gefiillter p-Schalen. Die p-Zustédnde der beiden Atome werden nach den Ausrichtungen
ihrer Wellenfunktion bezeichnet (|1, m)):

10} =lp) wnd [141) = () £ lp,) (2.359)
z Zn Zli
y jy iv
=X ; X ( ; X

Wir klassifizieren die Molekiilorbitale wieder beziiglich ihrer Rotationssymmetrie um
die Verbindungsachse des diatomischen Molekiils und beziiglich der Paritdt unter In-
version am Schwerpunkt des Molekiils. Die Rotationssymmetrie ergibt sich aus der
Quantenzahl des Drehimpulses m; — A um die Verbindungsachse. Analog zu den Ato-
men mit s-, p-, d- und f-Orbitalen unterscheiden wir hier A = o-, 7-, 6-Bindungen fiir
my = 0,£1,£2,.... Wir verwenden nun die Notation nlA, (nl: Index fiir das beteilig-
te Atomorbital, z.B. 1s, 2p ,... ; p: Paritdt beziiglich des Spiegelungspunktes auf der
Verbindungsachse.

o-Bindungen: Bereits im H2+— und Hs-Molekiil finden wir o-Bindungen, beschrieben
durch die Einteilchenwellenfunktion u 5 (7). Diese werden bezeichnet als

ug, (7) — 1sog bzw. up (7) — 1soy . (2.390)

Auch die Bindungen aus atomaren p-Orbitalen kénnen o-Charakter haben, wenn die
beiden p-Wellenfunktionen aufeinander zuzeigen.

A B
+ ___

B

A c
-O@G- ’

P
TEN L

0

u

Diese Bindung ist auch vollstindig rotationssymmetrisch um die Bindungsachse (m; =
0— o).
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w-Bindungen: Dieser Typ von Bindung lasst sich nicht aus atomaren s-Orbitalen er-
halten. Im Falle von p-Orbitalen liegen diese parallel und zeigen nicht aufeinander
Zu.

Diese Bindung entspricht der Rotationssymmetrie m; = 1 um die Bindungsachse (m; =
1 — m). p-Orbitale, die senkrecht aufeinander stehen, kénnen keine kovalente Bindung
erzeugen, da ihre Wellenfunktionen orthogonal sind (keine Matrixelemente).

Der Molekiilzustand ergibt sich nun aus der Besetzung dieser Orbitale. Ahnlich wie bei
Atomen finden wir bei diatomischen Molekiilen das Bild von Schalen wieder, die durch
Elektronen sukzessive aufgefiillt werden kénnen. In welcher Sequenz die Molekiilorbi-
tale gefiillt werden, ist nicht so einfach ersichtlich, da auch die Coulombabstossung der
Elektronen beriicksichtigt werden muss.

Hybridisierung: Betrachten wir als Beispiel die Situation, dass die |2s) und |2p) im
Atom nur einen geringen Energieunterschied haben. Beide koénnen eine o-Bindung
bilden. Daher ist es aus Symmetriegriinden moglich, die beiden zu iiberlagern, um
eine stiirkere (gerichtete) Bindung zu erhalten. Eine solche Uberlagerung entspricht
zum Beispiel:

e (2] @D — o)
25 - 120 @—@@ — @@

Damit kann sich in einer o-Bindung ein grésserer Uberlapp zwischen den Elektronen-
wellenfunktionen beider Atome ergeben.

Elektronenzustdinde in den diatomischen Molekiilen: Wir verwenden nun dies fir die
Analyse der relevanten Molekiilorbitale des Co-Molekiils. Kohlenstoff hat die atomare
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Schalenkonfiguration 1s? 2s? 2p%. Dabei liegt die gefiillte 1s-Schale energetisch tief
genug, um irrelevant fiir die Bindung zu sein. Nichtsdestoweniger lassen sich diese
als gerade und ungerade o-Bindungen 1so, bzw. 1so, klassifizieren, die je mit zwei
Elektronen belegt sind. Wir charakterisieren nun die Zustdnde der verbleibenden 8
Elektronen in Cy (Verbindungsachse || z):

Elektronzahl | Molekiilorbital Elektronenzustand
2 2504 {|A,2s) + c|A,2p,)} + {|B,2s) — c|B,2p,) }
2 2500 | {14:25) + 4, 2p.)} — {|B,2s) — c| B, 2p.)}
4 2Py |A, 2p,) + | B, 2ps), |A, 2p,) + | B, 2p,)

wobei im Symbol 2s0, 2s als der dominante Charakter des atomaren Orbitals gekenn-
zeichnet wird, obwohl eine Hybridisierung mit 2p stattfindet. Die o4 ,-Orbitale werden
durch die 2s-Atomzustinde dominiert mit einer Hybridisierung der 2p,-Atomorbitale
zur Verstiarkung der o-Bindung. Keine Hybridisierung findet fiir das m,-Orbital statt.®
Interessant ist, dass fiir die 2p-Atomorbitale das m,-Molekiilorbital energetisch tiefer
liegt als das o4-Molekiilorbital. In der Gesamtsymmetrie ist das Co-Molekiil vom Typ
13,.

Fiir Ny (1s% 252 2p3) ergibt sich analog folgende Sequenz der insgesamt 10 Elektronen
in der zweiten Atomschale:

Elektronzahl | Bindungstyp | Bemerkung
2 2s0, mehr |2s)- als |2p,)-Anteil
2 2s0, mehr |2s)- als |2p,)-Anteil
4 2pmy, |2pm>’ |2py>
2 2poy mehr |2p)- als |2s)-Anteil

Hier wurde nun auch das o,-Orbital der 2p-Atomorbitale gefiillt. Dieses Molekiilorbital
basiert auf dem 2p.-Orbital, das mit dem 2s-Orbital hybridisiert. Auch Ny hat die
Symmetrie '3,.

Alle Molekiilorbitale in Co und Ng sind komplett gefiillt. Die m-Bindungen kénnen 4
Elektronen aufnehmen, da wir zwei p-Orbitale senkrecht zur Verbindungsachse haben.

Das Os-Molekiil hat iiber die Konfigurationen von Ny hinaus auch noch zwei Elek-
tronen im mg-Molekiilorbital, das einem Antibonding-Zustand entspricht. Mit 2 Elek-
tronen ist dieser Zustand aber nur halb gefiillt. Wie bei Atomen konnen wir nun die
Hund’sche Regel anwenden. Wir finden, dass die Spins der beiden Elektronen in die
Triplett-Konfiguration gehen, so dass die zwei p-Orbitale je einmal besetzt sind. Daher
ist das Og-Molekiil vom Typ 329. Mit S = 1 hat O ein magnetisches Moment und
ist daher paramagnetisch. Beachte, dass auch By mit (1s)?(25)%(2p)! eine halbgefiill-
te m,-Schale der Molekiilorbitale besitzt und sich daher analog im Triplett-Zustand
befindet, d.h. 3%,.

6Im Prinzip wire eine Hybridisierung mit einem 3d-Orbital moglich. Diese liegen jedoch energetisch
so hoch, dass sie vernachléssigbar sind.
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Hier geben wir die Liste der stabilen diatomischen Molekiile mit ihrer Molekiilorbital-
besetzung und der Symmetrie des Grundzustandes.

Molekiil | 1so, | 1so, | 2504 | 250y, | 2p 7, | 2p 0y | 2p Ty | 2p 00 | Symmetrie 29+1A,
Hy T 25,
Ho Tl Iy,
Hey 11 1 25,
Liz (N I T v 13,
B, (XU T N A WA X,
Cs [ T A A A A B R A 13,
Ny (1 T A A I WA O WA O '3,
0, (I T R A WA & A I WA B 8,
Fy (1 T A A WA B & A I WA R 8,

Beachte, dass das letzte Molekiilorbital 2po,, bei Ney zum Zuge kommen wiirde. Analog
zu He ist dies jedoch ein Edelgas, das keine chemische Bindung eingeht. Der Energie-
gewinn ist zu gering, um die gefiillte Atomorbitalschale aufzugeben. Analog gibt es
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auch kein Bes, bei dem die 2s-Schale gefiillt ist. Beryllium kommt zwar nicht als dia-
tomisches Molekiil vor, kann aber durchaus in komplexere chemische Verbindungen
integriert werden.

Vielfalt der Kohlenstoff-Verbindungen: Kohlenstoff eignet sich aufgrund seiner Elektron-
Konfiguration nicht nur fiir das diatomische Molekiil, sondern kann sehr stabile Bin-
dungsstrukturen im dreidimensionalen Raum (tetrahedral) und in der Ebene erzeugen.
Die tetrahedrale Bindung wird erméglicht durch folgende Hybridisierung:

1
Ix1) = —4{|2s> + 12pz) + 2py) + |2p2)} ausgerichtet nach [111]

1 o
Ix2) = ﬁ{|25> + 12p2) — 12py) — 1202)} ausgerichtet nach [111]
1 -
Ix3) = ﬁ{|25> — 2pz) + 12py) — 12p2)} ausgerichtet nach [111]
) = -
X4 - \/ZI
Mit diesen Orbitalen lisst sich die Struktur des Diamanten aufbauen, indem C-Atom
entlang dieser vier Achsen miteinander verbunden werden. Aber auch Methan CHy
hat die tetrahedrale Struktur, wobei je ein Wasserstoff-Atom an jedes ”Bein” des
Kohlenstoffs bindet. Diese sind vom o4-Typ.

{128) = 12ps) — |2py) + 2p2)} ausgerichtet nach [111]

Der andere wichtige Typ ergibt drei hybridisierte Bindungsrichtungen in einer Ebene:

W) = [2p.)
o) = j§|2s>+\/§|2pm>

) = als) = i) + slom)
) = als) = i) — slom)

Die drei Orbitale |12 34) liegen in der Ebene und kénnen o-Bindungen eingehen,
wiéhrend [¢)1) (unhybridisiert) aus der Ebene hinauszeigt und fiir 7-Bindung verant-
wortlich ist. Aus diesen Orbital-Konfigurationen lasst sich Graphit aufbauen, ein Koh-
lenstoffgitter mit Bienenwaben-Struktur. Die m-Orbitale ergeben dabei ein semimetal-
lisches Band anstelle einer kovalenten Bindung. Graphit ist auch die Grundlage fiir
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die Fullerene, d.h. der Buckyball Cgy (Fussball) und seine Verwandten oder die Na-
norshren (nanotubes). Die niederenergetischen elektronischen Eigenschaften werden in
diesen Systemen durch die m-Elektronen dominiert.

838
i

Fullerene

Graphit Nanordhrchen

Diese ebenen Bindungsformen sind aber auch wichtig fiir heteroatomare Molekiile wie
Ethylen CoHy oder Benzol CgHg, in denen die m-Bindungen auch eine wichtige Rolle
spielen. Im Falle des Benzols ist der Grundzustand eine Uberlagerung von zwei Kon-
figurationen der kovalenten m-Bindungen, ein sogenannter resonating valence bond

(RVB) Zustand.

\Z He
WS%%
H

2.6.6 Anregungsspektrum des diatomischen Molekiils

Wir betrachten nun zwei Arten von Molekiilanregungen. Die eine bezieht sich auf
elektronische Anregungen analog zu den Atomen. Die andere Form der Anregung ergibt
sich aus der Kerndynamik. Beide werden hier fiir das Hy-Molekiil diskutiert.

Elektronische Anregungen: Im Grundzustand des Ho-Molekiils befindet sich beide Elek-
tronen im 1s o4-Zustand und bilden ein Spin-Singulett. Unter Einbezug der atomaren
2s- und 2p-Orbitale erhalten wir folgendes Spektrum fiir die niedrigsten Anregungen:
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’ Zustand \ Symmetrie H 1s oy \ 1s oy, \ 25 o \ 2p ‘

Grundzustand 129 Tl
1. angeregter Zustand M T l
2. angeregter Zustand 311, T T
3. angeregter Zustand 329 T T
4. angeregter Zustand I, T !
5. angeregter Zustand 13, T !

Beachte, dass der angeregte Zustand *%, (1s o, 1;1s o, 1) auf kein stabiles Mo-
lekiil fiihrt, da die Energie als Funktion von R kein Minimum hat (die dissoziierten
Wasserstoff-Atome haben niedrigere Energie). Die Energien dieser Anregungen liegen
ca. 1 - 1.5 Ry iiber der Grundzustandsenergie. Natiirlich hat jeder angeregte Zustand
eine andere Bindungslinge. Optische Uberginge zwischen verschiedenen Zustinden
sind analog zu denjenigen in Atomen dominiert durch den elektrischen Dipoliibergang.
Die Auswahlregel fiir Atome basiert auf den Drehimpulsquantenzahlen. Die analogen
Auswahlregeln sind

0N =10,=£1 und Wechsel der Paritidt u <« g . (2.391)
Erlaubt sind also zum Beispiel: 3, < X, ¥4 < 11, und X, < Il,.

Dynamik der Kerne: Die wichtigen Komponenten der Kernbewegung sind die Vibrati-
on und die Rotation. Der Hamilton-Operator der beiden Kerne hat analog zu (2.369)
die Form

R o, q ; B}

wobei U, (R) die Kern-Kern-Coulomb-Abstossung und die Energie des n-ten elektro-
nischen Molekiilzustandes enthélt und 7 die Quantenzahlen der stationdren Quan-
tenzustdnde der Kernkonfiguration bezeichnet. Wir haben die Translationsbewegung
weggelassen und betrachten nur die Relativbewegung mit R = R4 — Rp. Dabei ist
M =M /2 die reduzierte Kernmasse. Der Hamilton-Operator ist symmetrisch unter
Vertauschung der beiden Kerne, die Fermionen sind, und hat Rotationssymmetrie. Wir
machen daher folgenden Ansatz:

Durch Einsetzen ergibt sich folgende Schrodinger-Gleichung fiir die Radialfunktion
x(R):

(2.393)

_QFLM%X(R) n {U(R) + W} Y(R) = Ex(R). (2.394)

RA(L+1)  Mw?
+

~U(R;) + =
(Rr) NS 5

(R—R;)?

Wir konnen das effektive Potential um sein Minimum bei R = R; (l-abhéngig) entwi-
ckeln und erhalten in niedrigster Ordnung ein harmonisches Potential, was eine gute
Né#herung fiir niedrige Vibrationsenergien ist. Die Eigenenergien sind dann
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RA(I+1 1
E:U(Rl)+$+fwl <n'+> n' =0,1,2,3,... (2.395)
OMER? 2
Zunéchst untersuchen wir die Symmetrie der Zustdnde. Die Drehimpuls-Quantenzahl
[ bestimmt die Paritit (—1)!. Damit folgt die Beziehung zwischen Drehimpuls und

Kern-Spinquantenzahl S
1=0,2,4,... gerade = Spin-Singulett S =0 Para-Wasserstoff

1=1,3,5,... ungerade = Spin-Triplett S =1 Ortho-Wasserstoff

Die Rotationsenergie entspricht fiir [ = 1 ungefiihr E,.,; ~ h%/M R12 ~ 8 meV ~ 85K
(Erot ~ Eo.(m/M)). Das heisst bei Temperaturen 7" < 85K ist fast ausschliesslich
Para-Wasserstoff realisiert, wéhrend fiir 7' > 85K eine Mischung von % Para + %
Ortho vorhanden ist.

Die Energie der Vibrationen liegt einiges hoher, iw ~ E.y/m/M ~ (0.1 — 0.3)eV ~
1000 — 3000K. Man muss daher beachten, dass die molekularen Freiheitsgrade, 3 der
Translation, 2 der Rotation und 2 der Vibration, die nach dem Aquipartitionsgesetz
fiir die spezifische Wirme 7kp /2 ergeben, nur bei sehr hohen Temperaturen komplett
zur Verfiigung stehen. Unterhalb der Temperatur entsprechend Aw sind die Vibrati-
onsbeitrige “ausgefroren” und unterhalb von 85K verlieren wir auch die Rotationen. 7
Vibrations- und Rotationsmoden lassen sich durch Ramanspektroskopie untersuchen
(Kap.12).

Abschliessend zeigen wir hier das Spektrum der einfachsten Molekiilanregungen. Of-
fensichtlich sind die Anregungen, die aus der Kerndynamik resultieren viel niedriger
in der Energie, als die rein elektronischen Anregungen. Es gilt eben E, > FE,; ~

Ecn/m/M > E,ot ~ Ecm/M.

Singulett Triplett
EeV) ﬁ————/&ﬁ e
1
20 T Y 1
¢ 'y I, 329 1 n=
V\ u 9]

Vibrationen n=1

o

7Vibrationen kénnen in grésseren Molekiilen und in Kristallgittern auch viel kleinere Energieskalen
annehmen (Phononen) und die spezifische Wirme bis zu sehr tiefen Temperaturen beeinflussen (N.B.:
Debyes T3-Gesetz fiir die spezifische Wirme der Phononen in einem Kristall, d.h. Gitterschwingungen,
die beliebig kleine Energien annehmen kénnen).
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2.7 Relativistische Quantenmechanik - Klein-Gordon
Gleichung

Die Quantenmechanik, wie wir sie bisher behandelt haben, basiert auf der nicht-
relativistischen Mechanik und wurde mit Hilfe des Korrespondenzprinzips hergeleitet.
Damit waren wir in der Lage, einen wichtigen Teil der Quantenphysik erfolgreich zu
erklédren. Interessante und fundamental neue Gesichtspunkte eréffnen sich, wenn wir
die Spezielle Relativitidtstheorie in unsere Formulierung der Quantenmechanik mitein-
beziehen. Die relativistische Erweiterung der Quantenmechanik ist die Grundlage der
Hochenergiephysik.

2.7.1 Korrespondenzprinzip und die Klein-Gordon-Gleichung

Galilei-Invarianz und nicht-relativistische Quantenmechanik: Die nicht-relativistische
Mechanik und Quantenmechanik sind invariant unter Galilei-Transformationen zwi-
schen Inertialsystemen:

y —

T—Z' =F—-0t und t—t =t (2.396)
wobei v die Relativgeschwindigkeit ist. Energie und Impuls sind durch die Beziehung

E = p?/2m verkniipft, so dass die Galilei-Transformation auf

o (77)?

1
p—p =p-miv und E—-E=EFE—-§5-%+-mv?= (2.397)
2 2m
fiihrt d.h. die Energie ist forminvariant unter Galilei-Transformationen.
Das Korrespondenzprinzip besagt, dass
0 h =
E — ih— und pPp==-V. (2.398)

1

ot
Die Galilei-invariante Beziehung zwischen Impuls und Energie ergibt die Schrodinger-
Gleichung

mgzp __” v 2y (2.399)
ot~ 2m ’ '
Wenn ein elektromagnetisches Feld ins Spiel kommt, werden Skalar- und Vektorpoten-
tial eingefiihrt:
E—-E—ed wd §—p—SA, (2.400)
C

was die Schrodingergleichungen eichinvariant lésst.

Lorentz-Invarianz und relativistische Quantenmechanik: Die Lorentz-Transformation in
Raum-Zeit hat die Form

r 1‘1—U1t ;o r
xlexl—im, To — Ty = T2, T3 — Tz = I3
—ve/c
2.401
t —vry/c? ( )
t—t = !
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wobei die rdumliche Achse 1 parallel zur Relativgeschwindigkeit ¥ gewihlt wurde.
Damit wird z* = (ct, ¥) ein kontravarianter Vierer-Vektor. Daher gilt z#z,, = ¢*t? —
Z2 = konst., was einer invarianten Linge entspricht (x,, als kovarianter Vierer-Vektor).
Auch Energie und Impuls verbinden sich zu einem kontravarianten Vierer-Vektor

1 E - B2 2 2
e e mit  p'p, = 2 T PT=mic = konst. (2.402)

Dies fiihrt auf eine invariante Energie-Impuls-Beziehung, die wir verwenden kénnen,
um via dem Korrespondenz-Prinzip die relativistische Quantenmechanik herzuleiten.
Fiihren wir p# in einen Operator iiber, der in der Ortsraumdarstellung die kontravari-
ante Form hat:

0
P P = jh— 2.4
pt— pt=i o, (2.403)

Damit konnen wir einen ersten Versuch starten. Aus (2.402) ergibt sich der folgende

Hamilton-Operator
H =1/ 722 +m2ct, (2.404)

was dann auf die Wellengleichung

L\ 2712
zha—w = \/—h202§2 +m2c¢t p=me® |1+ <W> P = mc? [1 —/\%62}1/21/)
ot imec

(2.405)
fithrt. Dieser Ansatz wirft jedoch schwerwiegende Probleme auf. Zunéchst werden
Raum und Zeit verschieden behandelt, und beide treten nicht offensichtlich als ko-
varianter Vierer-Vektor auf. Ein weiteres Problem stellt die Wurzel dar, die wir in der
Ableitung V bis zu unendlicher Ordnung entwickeln miissen. Dies bedeutet, dass die
Gleichung eine nicht-lokale Theorie beschreibt, mit einer charakteristischen Léngens-
kala A\c = h/mc = aag =~ 3.8 x 10~¥m, der Comptonwellenléinge. Damit wiirde auch
die Kausalitit verletzt, da die rechte Seite der Gleichung den Punkt Z durch die Ablei-
tung mit Punkten (instantan) verkniipft, die sich ausserhalb des kausalen Lichtkegels
befinden. Aus diesen Griinden muss der obige Ansatz verworfen werden.
Das Problem der Kovarianz und Nichtlokalitéit wird auf einen Schlag gelost, wenn wir
vom Quadrat der Energie ausgehen, d.h.

H? = p2 +m?ct, (2.406)
welches als Wellengleichung die Form hat

_ 2872 = (—h%z vV?4 m2c4> P (2.407)
pre . .
Diese Gleichung lésst sich dann in der kovarianten Form schreiben
2
04 (%) } =[O0+ v =0 (2.408)

mit dem d’Alembert-Operator

190



o 0 19 _,
e o U (2.409)

Diese Wellengleichung ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in der Zeitablei-
tung. Dies bedeutet, dass wir als Anfangsbedingung nicht nur die Wellenfunktion, son-
dern auch ihre erste Ableitung nach ¢ festlegen miissen. Dies wird zu einem grosseren
Set von Losungen fithren.

Ebene Wellen: Wie schon bei der Schriodingergleichung, betrachten wir hier als ein-
fachstes Beispiel das freie Teilchen, das durch eine ebene Welle beschrieben wird:

(7 t) = Rt (2.410)

(ohne Normierung). Man sieht leicht, dass

E = hw =4\ h2c2 k2 + m2ct (2.411)

beide Vorzeichen haben kann. Fiir denselben Wellenvektor resultieren zwei Wellen-
funktionen mit positiver bzw. negativer Energie:

wl _ eiE-Ffi\/ h2c2E2+m254 t/h und wz _ eiE-FqLi\/ h2c2 k24-m2ct t/h. (2412)
Dies ist eine Konsequenz der erweiterten Anfangsbedingungen.

 E

Es gibt also negative Energiezustéinde mit nach unten unbeschrankten Energien. Ferner
ist es offensichtlich, dass mit ¢; und v auch ihre Komplexkonjugierten, 1 und 3,
Losungen von (2.408) sind. Daher gilt die Beziehung

. mey\ 2 meNZ| L
» D+(h”¢¢ m+(h)]wo, (2.413)
was sich zusammenziehen lasst zu
0 L O o\
a—% (w Fym w&r“) =0. (2.414)

Dies entspricht der Kontinuitétsgleichung % + V- j = 0, wobei
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ik L0y Oy o
P=5 (¢ 5t ) T > die Dichte und (2.415)
;o= (w* Vi — 1/161/1*) die Stromdichte (2.416)
2mi

und j* = (cp, 5) ein Vierer-Vektor ist mit % = 0. Die Dichte hat eine andere Form
als in der nicht-relativistischen Formulierung;:

|E5| 2 i3 pe’
me2 T TR, (2417)
mit Ey; = ++/c2p? + m2c* und
~|E5] .- _
_ q _ TP _ 2.418
o wa FLo (2.418)
mit Bz = —y/c?2p? +m2c*. Offenbar ist die Dichte p negativ fir Wellenfunktionen

mit negativer Energie. Daraus ergibt sich, dass in dieser Formulierung die Erhaltung
der Teilchenzahl nicht gewéhrleistet ist.

Man kann diesen Sachverhalt so interpretieren, dass die Dichte einer Ladungsdichte
ep entspricht, und daher Teilchen positiver und negativer Energie unterschiedliche La-
dung haben. Damit gilt die Kontinuitétsgleichung fiir die Ladungs-, aber nicht fiir die
Teilchendichte. Wie wir gleich sehen werden, fiihrt die Klein-Gordon-Gleichung einen
ganz neuen Aspekt in die Quantenmechanik ein, der sich zuerst einmal durch den
Zusammenbruch der Einteilchentheorie manifestiert. In quantenmechanischen Prozes-
sen kann die Teilchenzahl sich veréndern, wihrend die Gesamtladung erhalten bleibt.
Da kiindigt sich das Konzept an, dass fiir jedes Teilchen ein entsprechendes Antiteil-
chen existiert, das die Ladung und die Energie mit umgekehrtem Vorzeichen besitzt.
Tatséchlich eignet sich die Klein-Gordon-Gleichung dafiir, bosonische Teilchen, wie
etwa die m-Mesonen, zu beschreiben.

2.7.2 Kleinsches Paradox

Das Bild des Teilchens und Antiteilchens ldsst sich mit Hilfe der Streuung eines Teil-
chens an einer Potentialstufe illustrieren. Das Potential sei

V(z) = e®(z) = ePoO(x) , (2.419)

wobei e die Ladung und ® ein konstantes Skalarpotential ist. Potentiale werden wie
bei der Kopplung an elektromagnetische Felder in die Theorie integriert:

0 0 - h = he e~
zh&—whg—e@(r) und ;V_)EV_EA(T) (2.420)

Daher ergibt sich fiir die Klein-Gordon-Gleichung des Potentialstufenproblems

.y e e
<zhat—e¢>(x)) +7ic@—mc P(x) =0, (2.421)

welche wir mit dem stationdren Ansatz lésen wollen
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Yy(z,t) = Ae'PrBO/h L Be—ilprtEt)/h (2.422)
oz, t) = CePr=FD/h (2.423)
Dabei gilt ¥ fiir £ < 0 und 5 fiir £ > 0 und
E? —m?2ct B — )2 — m2ch
p= Y TC und P/ = V(e )! - mie . (2.424)
c c

Der Ansatz beschreibt ein Teilchen der Energie F, das von links auf die Potentialstufe
einfillt. Fiir die stationdre Losung sind die Anfangsbedingungen nicht wesentlich (dies
ist anders bei einem Wellenpaket), sondern wir werden nun wieder die Wellenfunktio-
nen ¥ und ¥y bei x = 0 zusammensetzen miissen, d.h. Stetigkeit der Wellenfunktion
und ihrer Ableitung nach z. Daraus folgt

/

pipA

A+B=C wd (A-Bp=cp =1 P g (2.425)
C —

Cp+p

Wir betrachten nun verschiedene Fille:

E — e®y > mc?: Damit ist p’ reell. Die ebene Welle kann sowohl auf der linken wie auch
auf der rechten Seite propagieren. Wir haben daher einen einfallenden, reflektierten
und transmittierten Anteil, deren Strome wir vergleichen kénnen.

E

, P P I o
Je = |A|27 y  Jr = 7|B|27 y  Jt = |C‘27 = JetIr = (2426)
m m m
Daraus ergibt sich der Reflektions- und der Transmissionskoeffizient
. 712 . /
— 4
R=|¥ :‘P LA R (2.427)
jel |p+p jel  (p+p)

so dass offensichtlich R + T = 1, d.h. die Teilchenzahl ist erhalten.

mc? > E — e®y > —mc?: Damit wird p’ rein imaginiir (p’ = iq), d.h. auf der rechten

Seite erhalten wir eine exponentiell zerfallende Welle (verbotene Region). Dies bedeutet

Totalreflexion wie wir es in Kapitel 4 gesehen haben. Wir kénnen nun die Dichte der

Wellenfunktion auf der rechten Seite betrachten:

E - 6(1)0
mc?

plz) = |C2e24" (2.428)
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Wir sehen, dass diese abklingende Welle eine positive oder negative Dichte (Ladungs-
dichte) hat, je nachdem ob (E —e®) grosser oder kleiner als Null ist. Dies héngt damit
zusammen, dass die Wellenfunktion fiir x > 0 den Charakter eines virtuellen Teilchens
(E — e®( > 0) oder eines virtuellen Antiteilchens (E — e®¢ < 0) hat.

E — e®dy < —mc?: Damit wird p’ wieder reell und die rechte Seite ist nicht mehr ver-
boten. Im Vergleich zum nicht-relativistischen Fall betreten wir hier Neuland. Aus

E

/ 7 OF
(E—e®g)? =p2+m?ct 25 2E - e@o)? =2p'c? (2.429)
p

erhalten wir die Gruppengeschwindigkeit fiir x > 0

oF ' c?
v 8p’ N E—eCI)O'
Da fiir die transmittierte Welle die Gruppenschwindigkeit positiv ist, miissen wir p’ < 0
wéhlen. Damit wird klar, dass die transmittierte Welle einem Antiteilchen entspricht.
Man beachte auch, dass die Region x > 0 zwar fiir Teilchen verboten ist, dass jedoch
fiir Antiteilchen mit umgekehrter Ladung das Potential e®y negativ ist. Berechnen wir
den Strom auf beiden Seiten, so finden wir

_ (p _pI)Q >1 (2.431)

p+p

(2.430)

Ir
Je

R:

und
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- /

e W (2.432)

je  (p+p)?
Die Gruppengeschwindigkeit fiir die reflektierte Welle ist negativ, so dass es sich
tatséichlich um zuriickfliegende Teilchen handelt. Hingegen ist die Gruppengeschwin-
digkeit positiv fiir die transmittierte Welle, wihrend der Strom negativ ist. Das be-
deutet, dass es sich dabei um ein nach rechts fliegendes Antiteilchen mit umgekehrter

Ladung handelt. Es ist einfach zu sehen, dass die Ladungsstrom-Erhaltung gilt, d.h.:

Je =Jr +Jt (2.433)

Andererseits ist die Teilchenzahl nicht erhalten, es wird mehr reflektiert als eingefallen
ist. Damit zeigt sich, dass bei der Streuung an der Stufe ein Teilchen-Antiteilchen-Paar
erzeugt werden konnte. Dieser Prozess lduft ab, ohne dass diese Erzeugung Energie
kostet. Man wiirde aus der Relativititstheorie erwarten, dass die Energie 2mc? auf-
gebracht werden miisste. Man muss sich natiirlich hier auch die Frage stellen, ob das
einfallende Teilchen wirklich nétig ist, oder ob es moglich ist, bei geniigend grosser
Potentialstufe scheinbar “aus dem Nichts” Teilchen-Antiteilchen-Paare zu generieren.
Diese Ungereimtheit wird Kleinsches Paradozr genannt. Ein wichtiger Schluss ist hier,
dass innerhalb der relativistischen Quantenmechanik das Einteilchen-Konzept zusam-
menbricht (siehe auch den Abschnitt 17.5).

2.7.3 Klein-Gordon-Gleichung erster Ordnung

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung kann in zwei Differentialgleichungen erster
Ordnung verwandelt werden. Wir werden dies hier fiir die Klein-Gordon-Gleichung
durchfiihren. Die Dynamik, die dadurch beschrieben wird, ist formal wieder dhnlich zu
unserer urspriinglichen nicht-relativistischen Quantenmechanik und viele Techniken,
die wir damals gebraucht hatten, konnen tibernommen werden. Ferner ist es damit
auch moglich, den Limes zum nicht-relativistischen Fall zu erhalten. Die neuformulierte
Gleichung soll also die Form haben

L0 =
iha @ = H® (2.434)

wobei H einer 2 x 2-Matrix entspricht und ® einem Zweier-Vektor. Anstelle der {ibli-
chen Wahl & = (U, 0; V) verwenden wir eine symmetrische Form

ih 9

1
(1 4+ 2=
- L _ih 9, '
2 me? Ot
Der Hamilton-Operator besitzt die Form einer 2 x 2-Matrix
=2 =2
2 e P
H=|2m ~ 2m : (2.436)
Y S
2m 2m

Man kann H auch mit Hilfe der Pauli-Matrizen schreiben, wobei wir hier auch noch
die Kopplung an elektromagnetische Potentiale mit einbeziehen:
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(5 ocAy Focd
H = {( r—cA) + ch} T3 + 7( r—c4) iT2 + egTo (2.437)
m

2m 2
mit
(10 (0 1 (0 — (1 0
"=lo 1) " \1o0) ™7 \i o) P70 41
(2.438)
Nun betrachten wir die Definition der Dichte p,
ih L OV oY*
= - — 2.439
P= ome2 {w ot }7 ( )
die wir ausdriicken kénnen durch
V=9 +op-
ih v . = p=¢ipr —plp_ =20 (2.440)
me2 ot P TP

Wir definieren die KG-adjungierte Form der Wellenfunktion (KG=Klein-Gordon) durch

D=y = (¢, —¢"). (2.441)

Damit erhélt die Dichte die Standardform, und wir kénnen auch allgemein das Ska-
larprodukt zweier Zusténde bilden:

Wilba)ie = [ dr & (7)ba(7) (2.442)
Analog kénnen wir auch die KG-adjungierte Form von Operatoren definieren
A =r3(AT) 'y =13 Aty (2.443)

mit <1/J1|A|w2>KG — (o] A1) . Wihrend H #4 H™ (nicht hermitesch), ist er
jedoch KG-hermitesch im Sinne, dass gilt H = H = 73 H *73.

Ebene Wellen: Wir betrachten die stationdren Zustinde fiir freie Teilchen mit dem
Ansatz

q><pit> - ( Z )ei(ﬁ'ﬁEt)/h, (2.444)
der die Gleichung
~9 ~2
p p
+FE —me® — — -
me 2m 2m a
=0 (2.445)
P’ ﬁ b

erfilllt und auf das Spektrum E? = m2c* + p2c? fiihrt. Die resultierenden Zustinde
sind
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1

E +mc? (-7
¢(j) _ _mrme _5202 ez(p~r—Et)/ﬁ (2.446)
P 2 e
QW (E+mc2)2
2.2
_ FE 2 L -
o) = LM | Erma)e | eitrr-Bosm (2.447)

2Vmc2EV 1

mit den KG-Normierungen <<I>(;:)|<I>(§:)>KG = 41.

Ladungskongjugation: Die Klein-Gordon-Gleichung hat die Eigenschaft, dass sie ein
Spektrum besitzt, das aus Zustinden mit symmetrisch positiver und negativer Ener-
gie besteht. Es folgt daher, dass hier eine spezielle Symmetrie vorhanden ist, die es im
nicht-relativistischen Fall nicht gibt. Diese Symmetrie, die Ladungskonjugation fiihrt
die beiden Spektren ineinander iiber.

Betrachten wir eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung, zum Beispiel, mit negativer
Energie und negativer Norm, ®(—). Dann ist &, = 7, ®()* eine Losung der ladungsig—
vertierten Gleichung (e — —e) mit positiver Norm. Unter Benutzung von 7 * = — §
finden wir aus (2.437)

0P ~
ih— = H(e)®
1 5 (e)
Op* (P +24» (7 +24)?
— = - O(2.44
= —ih 5 { o +me| 3 + 5 iTo + ey p P(2.448)

Wenn wir die zweite Gleichung mit —7; multiplizieren, finden wir

q)c 7 < A‘ 2 o e A2 N
haat { (p 42‘”,; ) + mc? 7—3+(p ;c iTQequo}(PcH(e)tl)c_
(2.449)
Die ladungskonjugierte Losung @, hat die umgekehrte (positive) Norm. Also gilt
0 _ = 0.  ~
== H(e)® =< = H(—e)®, 2.4
ihoy = H()® & ihp (—e) (2.450)

mit (®|P) ko = —(Pe|Pe) kG-

2.7.4 Nicht-relativistischer Grenzfall

Wir betrachten nun den Grenzfall, dass die Geschwindigkeit der Teilchen viel kleiner
ist als die Lichtgeschwindigkeit ¢, d.h. p2c? <« m?c*. Fiir die Verbindung zur nicht-
relativistischen Quantenmechanik eignet sich die Klein-Gordon-Gleichung erster Ord-
nung besser als die Originalform zweiter Ordnung. Wir fiihren die Energie ¢ = E —mc?
ein. Die Wellenfunktion sei durch den Ansatz

D= ( i* )wEt/h (2.451)

gegeben, den wir nun in (2.437) einsetzen:
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(2.452)

/:,_QA‘Q :_gA'Q
IS VY {M . e¢} o — (2me® + )

Wenn wir die zweite Gleichung durch mc? dividieren, kénnen wir ¢_ in fithrender
Ordnung ausdriicken als

(7 — ¢ Ay ey
= @) ( ) . 2.453
2 4m2c2 P+ + me2 ( )
Dies nun in der ersten Gleichung eingesetzt ergibt
(7 — ¢ AP (5 — e A
Epq N {2m tepror - Toma P+ (2.454)
—_———

Schrodinger-Gleichung rel. Korrektur

wobei die relativistische Korrektur von der Ordnung (v/c)? ist. Mit B = V x A und
der Eichung V - A = 0 erhalten wir fiir ein konstantes Magnetfeld

—

9 52 F4 B L P2
P T S R LD

ot |2m ~ sm32 T 2me  2m2e2

) +ep| pt . (2.455)

Wir finden den orbitalen Zeeman-Effekt mit einer relativistischen Korrektur, die sich
aus der Massenrenormierung ergibt, d.h.:

=2
 _ m - p
Yy e <1 * 2m2c2> (2.456)

Ein Spin taucht im Zeeman-Term nicht auf, denn die Klein-Gordon-Gleichung be-
schreibt Bosonen mit Spin 0. Beachte auch, dass das KG-Skalarprodukt in das Stan-
dardskalarprodukt iibergeht:

(B[) / i &(7 / Er {pp(7F) 0r(7) — o (F)o_(7))

=2
= (a1 - (Qj) [4) = {alpr) + Ot /c*)

(2.457)
Damit haben wir aus der Klein-Gordon-Gleichung die nicht-relativistische Quanten-
mechanik wiederhergestellt mit den relativistischen Korrekturen niedrigster Ordnung.
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2.7.5 Potentialstreuung

Als ein abschliessendes Beispiel der Klein-Gordon-Formulierung der relativistischen
Quantenmechanik betrachten wir Potentialstreuung, die wir hier bis zur zweiten Born’schen
Niaherung untersuchen werden. Es stellt sich heraus, dass das Einteilchen-Konzept un-
zureichend ist, um den Streuprozess vollstéindig zu beschreiben. Der Einfachheit hal-
ber beschrénken wir uns auf ein Potential, das nur s-Wellenstreuung zulésst: V() =

upd( 7). Das einfallende Teilchen werde beschrieben durch die ebene Welle 1/1(];_). Der
Endzustand ist dann natiirlich wieder ein Teilchen mit w(g). Wir betrachten nun die
s

zeitliche Evolution des einfallenden Teilchens und berechnen den Ubergang in den
Endzustand. Als Kurznotation fithren wir ein |i) = |1/J(E+)> als Anfangszustand zur Zeit

to und |f) = |’(/J(E+)>. In erster Ordnung in wug erhalten wir
s

I , - ,
() e, = = [ dh e BT FIV i) e e it to) /B (2.458)
ih Ji,
wie wir durch die Verallgemeinerung der in Kapitel 11 eingefiithrten Stérungstheorie
herleiten koénnen. Es ist nicht schwierig, das Matrixelement auszurechnen und die Zei-

tintegration durchzufithren. Wir setzen fiir 1/1(’;)(77 ) und 1/1(;)(7_" ) die ebenen Wellen
; P
von (2.445) ein und finden

1V i) e =/d%wggmmuwuwwawv

_ o (By +mP)(Bitme) (7 L
"V ime /B, (Br +me)? |\ (ghmeye
Ug Ef + E;

V 2. /E/E;

wobei wir verwendet haben, dass

(2.459)

(Ef +mc?)?(E; +mc®)? — ﬁfc pict =2mc?(Ef +mc?)(E; +mc®)(Ey + E;) . (2.460)

Wir kénnen damit nun die Ubergangsrate von |i) nach |f) bestimmen, indem wir die
Goldene Regel anwenden:

0 27 o
Py = SNV = ZE(F T 10) 6By - Fi) (2.461)
Daraus koénnen wir nun den differentiellen Streuquerschnitt bestimmen,

dky k? 2 g2
do _V [Ril7p o _wE (2.462)
aQ  je (2m)3 c*h*(2m)?
wobei wir verwendet haben, dass der einfallende Strom j. = v/V mit v = dE/dp =
pc?/E und

1

pE
P = g

2
kydky = 2R3

*dp = dEy . (2.463)
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N.B.: fiir den nicht-relativistischen Grenzfall von kleinen Geschwindigkeiten geht der
Wirkungsquerschnitt (2.462) tatséchlich in die erste Born’sche Néherung do/dQ) =
udm?/(2m)%h* aus Kapitel 9 iiber.

Das Matrixelement <1/)(E7)| 1 |¢(E+)> k¢ kann auch wie oben berechnet werden,
f i

SR ATASY) :@M 2.464
WP e = 5 (2464

und ergibt eingesetzt in die Goldene Regel

2 PN
Pico—por = 2 W1V 05 kel P8(By — Ei) =0 (2.465)

Offensichtlich gibt es keine Streuung von einem Teilchen in ein Antiteilchen, denn dies
wiirde die Ladungserhaltung verletzen.

Nun wenden wir uns der zweiten Ordnung zu:

<f|¢(t)>g)c; = (i%)2 ftto dty ttol dty 3, e Bt/ V 1) gge B (ti=t2)/h
x (| V |i) gge~iFiltz=to) /-
(2.466)
Es kommen also virtuelle Zwischenzusténde |v) ins Spiel. Beachte, dass die Zusténde
fiir ebene Wellen eine Eins ergeben nach

S { kel - W ka w1} = 1

K
(2.467)
= > {el (M () e (7)) = e - ),
E
Unter Verwendung dieser Relation kénnen wir nun (2.466) berechnen:
I ¢ , ’
(Fl)en = —75 | dh / dty Oty — ty) Y e~ Fr =t/ RiEiltzto)
to to =
k
[<f| v |¢(E+)>KG <w(,-€'+)| 1% i) ke Er (t1—t2)/h
—(fIV ‘7//%_)>KG<¢(E_)| Vi) kqe'Fr (trtz)/h}
(2.468)

Beachte, dass Zustéinde |¢(f)> negative Energie —E; = —(h? k22 +m2c*)1/2 besitzen.
Es treten also auch Antitei]ichenzustéinde in den Zwischenzustinden auf, die in der Zeit
propagieren mit ¢'¥#*/" Wir fithren nun die Zeitparametrisierung ¢ = (t; 4 t)/2 und
¥ = t1 — to ein, mit g — —oo und t — +oo. Damit folgt
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+oo +o0
= —g5 [ di [ a00@) 3 (111710 aw |V b HiEE B2l

T R2
h — 00 — 00

E

—(1V 10 ke T liy ket FERHEAED 2] (il = Eol/n

=5 | a@e® Y[V ke @V i) kge FrEn

— 00 z

~(AV ) @1V i) e PRt PO

E
(2.469)
2T e -5 - i g

=) dt Z {(f\ 4 \7//(E+)>KG<¢(,;+)| Vi) kaO(t) e "Fr=FIn
(2.470)

HAV [ ke @1V i) ke (—t) e FrFEI

wobei die letzte Gleichung dadurch zustande kommt, dass
+00 )

/ dte!Er+EI/R — (2.471)

da Ep + E; # 0. Daraus ergeben sich konsistente Interpretationen fiir die beiden
Zwischenprozesse, die in den beiden Termen enthalten sind.

Betrachten wir die Propagation der einzelnen Zustéinde und tragen sie in einem (Feyn-
man) Diagramm auf.

Erster Term: e~ 1Es(t—t1)/Ro—iEy (ti—t2)/ho—iE;(t2—to) /R

, t f

Zweiter Term: e~ B (t=t1)/heiB g (t1—t2)/ho—iEi(t2—to)/h
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¥

f, f, f
Der erste Term entspricht einem Teilchen im Zwischenzustand, das in der Zeit vorwérts
propagiert, also nur ein Zwischenzustand des gestreuten Teilchens selber. Andererseits
finden wir im zweiten Term einen Zwischenzustand, den wir als riickwérts propagie-
rendes Antiteilchen auffassen (t3 > t1). Damit entpuppt sich die Prozess-Sequenz als
eine Paarerzeugung bei ¢; und eine Paarvernichtung bei ¢5. In dieser Weise wird die
Ladung erhalten, nicht aber die Energie, was wegen des virtuellen Charakters des
Zwischenzustandes keine Probleme macht.

Wir fithren nun noch die Zeitintegrale aus:

+o0 ] +oo ‘ ik
/ dt O(t)e™ (Fr BN = / dt B =Bt hgnt/h T 47
0

/ dt ©(—t)e " Er—Eot/h - / dt e ErTENhent/h — T (9 473)
—00 —oc0 k +E; — )

mit n — 04, und setzten das Resultat in (2.470) ein:

o AV ka1 Viike (V[ ka@S |V i) ke
Uixe = F-o(Ei=Ey) 2 E; —E;—in i Ep +E; —in

k
(2.474)

Damit erhalten wir eine Form der zweiten Ordnung Rayleigh-Schrédinger-Stérungs-
theorie. Die Energienenner entsprechen auch den oben diskutierten Zwischenprozessen:

erster Term: E; —E;=E; — Ey Teilchen

zweiter Term: Ej + E; = (E; + Ej + Ef) — E; = E + Ey  Teilchen 4 Teilchen/Antiteilchen-Paar
(2.475)
Damit wird unser urspriinglich als Einteilchenproblem konzipiertes Beispiel zum Drei-
teilchenproblem. Eine systematischere und bequemere Formulierung finden wir jedoch
erst in der Quantenfeldtheorie.
Der Beitrag zum differentiellen Wirkungsquerschnitt ist schliesslich

R > FIV ) ke @V i ke Ll VI ka1 V [k
dQ 2¢th(2m)? - E; —E—in Ep+E—in
(2.476)
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Die Summe tiber die Zwischenzusténde ist kompliziert genug, dass wir die Diskussion
bei diesem Ausdruck abschliessen wollen.
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2.8 Relativistische Quantenmechanik - Dirac-Gleichung

Wir betrachten nun eine alternative Formulierung der relativistischen Quantenmecha-
nik, die die Theorie fiir Spin-1/2 Fermionen liefert, insbesondere fiir das Elektron.®
Diese Theorie geht auf Dirac zuriick und wurde 1928 kurz nach der Klein-Gordon-
Formulierung entwickelt.

2.8.1 Dirac-Gleichung

Die neue Formulierung soll folgende Forderungen erfiillen: Zunéchst soll sie wie die
Klein-Gordon-Gleichung kovariant unter Lorentz-Transformationen sein. Im Gegensatz
zur Klein-Gordon-Gleichung suchen wir eine Differentialgleichung erster Ordnung in
Raum und Zeit, und die Norm soll positiv und der Hamilton-Operator hermitesch sein.
Wir erlauben hingegen, dass die Wellenfunktion mehr-komponentig sein darf.

Der allgemeine Ansatz sei

0 ~ I - o~
ihaw = Hy = L& Vot pmp=(cp-a+BmA)p, (2.477)
i
wobei wir von Anfang an nicht annehmen wollen, dass a; und 8 nur Zahlen sind, da
sonst diese Gleichung nicht invariant wére unter rdumlichen Rotationen, und sicherlich
auch nicht unter allgemeinen Lorentz-Transformationen. Die Wellenfunktion 1) habe

N Komponenten,
¢
v=| |, (2.478)
N
so dass a, und § N x N-Matrizen sind. Nun soll dieser Ansatz kompatibel mit der re-

lativistischen Energie-Impuls-Beziehung E? = p?c? +m?c?* sein, d.h. jede Komponente
von 1 erfiillt geméss Korrespondenzprinzip die Gleichung

0%,
ot?

die der Klein-Gordon-Gleichung entspricht. Diese Gleichung soll sich aus (2.477) durch
einmalige Iteration ergeben. Also findet man

—_R2

= {—h202 V24 m204} ®j (2.479)

0*Y o0 + oo 0%
_K22 7 _K2.2 g ity
" ot? e o Z 2 OxtOxI
Z7J:{I’yvz}
hmc? 0
> (aiB+ ﬁai)a;ﬁ + B2m2ctp . (2.480)
i={z,y,z}

Durch Vergleich zwischen (2.479) und (2.480) kénnen wir folgende Bedingungen auf-
stellen:

8Sehr instruktives Lehrbuch: J.D. Bjorken und S.D. Drell: Relativistische Quantenmechanik B.I.-
Hochschultaschenbiicher.
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Qi + ooy = 251’]’
a?=p3=1

Die Matrizen miissen hermitesch sein, da H hermitesch ist. Daher konnen sie wegen
o? = #? = 1 nur die Eigenwerte +1 oder —1 haben. Weiter finden wir a; = —Ba; 3,
so dass fiir die Spur gilt

Spa; = Spa; = SpPa;f=—Spa; = Spa; =0 (2.482)

und analog Sp 8 = 0. Dies bedingt, dass mit obigen Figenwerten +1 die Dimension der
Matrizen N gerade sein muss. Es ist nicht moglich fiir N = 2 vier antikommutierende
Matrizen mit veschwindender Spur zu finden, denn es gibt nur drei Pauli-Matrizen
und die Einheitsmatrix als unabhingige Basismatrizen. Daher muss N mindestens 4
sein.

Eine konkrete Darstellung dieser vier Matrizen fiir N = 4 ist

o(8%) oo(3h)  ew

wobei o; die Pauli-Matrizen und og die 2 x 2-Einheitsmatrix ist. Mit diesen Matrizen
wird (2.477) Dirac-Gleichung genannt. Wir werden jedoch bald eine leicht modifizierte
Formulierung einfiihren.

Kontinuitditsgleichung: Wir betrachten die zeitliche Ableitung des Skalars 1T,

1o} + _81/JT Ta’t/J
aﬁ’ﬂ’—ﬁﬂ)ﬂ-?ﬁ ot

Durch Einsetzen der Dirac-Gleichung (2.477) und ihrer komplex konjugierten erhalten
wir dann die Beziehung

(2.484)

-

0 -
Sty =—c{(Voh). alp+ufa- Vop+

)
S Wity — viBy)
(2.485)

=V aldy,
wobei verwendet wurde, dass die Matrizen hermitesch sind. Diese Gleichung hat nun

die Struktur der Kontinuitdtsgleichung und wir kénnen sofort die Dichte und die
Stromdichte definieren als

p=¢vly ud  j=cptavy, (2.486)

oder als Viererstromdichte j#* = (j°, ;) = (ep, ;) Beachte, dass cd dem Geschwin-
digkeitsoperator entspricht, den wir etwas spéter noch herleiten werden. Dann hat die
Kontinuitétsgleichung die kovariante Form

0
i 2.4
azr’ 0, (2.487)
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wobei wir die Konvention verwenden, dass iiber gleiche Indizes summiert wird. In dieser
Formulierung ist die Einteilchendichte positiv definit und kann vorderhand als Wahr-
scheinlichkeitsdichte interpretiert werden. Man beachte den Unterschied zur Klein-
Gordon-Formulierung, in der die Dichte auch negative Werte annehmen konnte und da-
her als Folge des intrinsischen Vielteilchenaspektes (Teilchen-Antiteilchen-Erzeugung
/ -Vernichtung) nicht so interpretiert werden konnte. Wir werden jedoch im Folgenden
sehen, dass wir auch hier die Interpretation anpassen miissen.

Kovariante Form der Dirac-Gleichung: Wir multiplizieren die Dirac-Gleichung (2.477)
mit /c und erhalten die Form

Nw% +ihBE - Vi) —mey =0 (2.488)

wobei 20 = ct. Wir fithren die neuen Matrizen ein

70:5:<”00 00) und 7j=ﬁozj=< 0. %j) (2.489)

und schreiben

0 me
—iH— + — =0 2.490
(-irsm + 5 ) v (2.490)
Die «#-Matrizen besitzen folgende Eigenschaften:
7% =% hermitesch, 4" = —4*! antihermitesch (2.491)
P+ =291 (2.492)
wobei
1 0 0 0
0 -1 0 0
T2 _
9" =9w=10 o0 -1 o (2.493)
0 0 0 -1

Ferner gilt (7°)?2 = 1 und (¥ )? = 1. Die Dichte und die Stromdichte erhalten nun die
Form

(p, J) = @, cptay) —  j*=ciy'y, (2.494)
wobei 1) = 1740,

Relativistische Kovarianz der Dirac-Gleichung: Wir betrachten das Verhalten der Dirac-
Gleichung unter den allgemeinen Lorentz-Transformationen:

~ 9
(YD —me)y =0 mit dem Vierervektor p, = (Do,— p) = (thhV .

ot
(2.495)
Zunichst untersuchen wir die einfachen Rotationen im dreidimensionalen Raum (Dre-
hung um Winkel 6 fiir die Achse 7, d.h. 6 = 0):
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0 o’ 0 o’ 0

T — T ::L‘7’r_"—)7?/:R(9_‘)’F und p0_>p :p7ﬁ_>ﬁI:R(9_’)ﬁ
(2.496)
Die Wellenfunktion erfahrt dann die Transformation
(2 t) = Spy( T, t), (2.497)
wobei wir verlangen, dass (v* pj, —mc)y’(Z',t) = 0. Damit gilt
Spy°SEp' =4° und SpySRp'-p =775, (2.498)
was nach etwas Algebra auf
etd 0/2 0
Sr = ( 0 50/ (2.499)
fithrt. BEs folgt, dass S5t = S;, d.h. Sg ist unitar. Daher folgt auch
W@ (& 1) = (&, 09(E,1). (2500)

Nun wenden wir uns der allgemeinen Lorentz-Transformation (auch Lorentz-Boost
genannt) zu, fiir die wir die folgende Notation einfithren:

11

— M v (AT} v o __ so
" =ad", x und 2w, =2tz = a",a,7 =0, (2.501)

n
wobei 0f; =1 und 4§} = 0 fiir u # v. Analog gilt fiir den Vierer-Impuls
;B; =a,"py . (2.502)

Wie vorher suchen wir nun eine Matrix mit der Eigenschaft, dass

P(a') =Spp(x) = (WP —me) (@) =0 & (Y"Du—me)(zr)=0
(2.503)
erfiillt ist. Dies bedeutet, dass

SpytSpt =~"a, " und S;ySE = a” A" (2.504)

Beachte, dass SLSL_1 = 1. Die Struktur eines Lorentz-Boosts ist formal dhnlich zu
einer Rotation, denn fiir ¥ || ! finden wir

a’’ coshw sinhw 0 0 20
1 .
x’ sinhw coshw 0 0 !
2 = 0 0 10 22 (2.505)
23 0 0 0 1 23

wobei tanhw = v/c. Entsprechend hat Sz, die Form

0 w 1 w
_ otw/2 _ ) E) 1. (g) _( o'cosh§ o sinh¥
Sp=e 1cosh(2 + o sinh 5 olsinh % oOcosh® ) - (2.506)

so dass
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SWOS;l =Y coshw — ! sinhw , SL71521 = —"sinhw 4+ ' coshw . (2.507)

Die allgemeine Form fiir beliebige Relativgeschwindigkeiten ist
a - vw
Sp = —_— | . 2.508
v=on (Srr) (2505
Damit ist die Dirac-Gleichung kovariant unter allen Lorentz-Transformationen, d.h.

Boosts, die Kombinationen von Rotation und Lorentz-Transformation sind.
Fiir eine beliebige Transformation bestehend aus Si und Sy, folgt aus (2.508), dass

S =~08140 (2.509)

= @) =@ = ¢ (@)1 = ¢l (@) 05 = d(z)S T (2.510)

Damit ist (z)y(z) = ¥'(z')1)'(2") ein Skalar, und die Stromdichte j# transformiert
wie ein Vierervektor

7 (@) = ! (2 )y (a) = ep(x) STIAMSY(x) = catt Lip(x)y () = a 57 () -
(2.511)
Diese Eigenschaften lassen sich auf allgemeinere Tensoren erweitern.

2.8.2 Freie Teilchen

Freie Teilchen werden auch in der Dirac-Theorie durch ebene Wellen beschrieben:

G( T, t) = ue =7 E)/h (2.512)

wobei u ein Vierkomponenten-Vektor ist und (p°)? = 52 + m2c?. Zunichst betrachten
wir das Beispiel eines Teilchens in seinem Ruhesystem, das die Gleichung,
o

ihor = Bmcyp (2.513)

erfiillt. Es gibt vier Losungen: zwei mit positiver Energie,

1 0
ot = 8 emimet/h ) (1) emimet/h (2.514)
0 0
und zwei mit negativer Energie,
0 0
§—) _ (1) gtrimeit/n ¢§—) = 8 etime*t/h (2.515)
0 1
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Spin, Helizitit, Drehimpuls und Spin-Bahn-Kopplung: Die Losungen (2.514)
und (2.515) sind auch Eigenvektoren des Operators

58 = < 003 0 ) (2.516)

g
mit
p® = 4 und D) = —pfP (2.517)

im Ruhesystem des Teilchens. Wir konnen

ha h({ & 0
2(0 6) (2.518)

= Sp? (2.519)

schliessen wir, dass die obigen Lésungen Spin-1/2 Spinoren beschreiben. Offensichtlich
kommutiert dieser Spinoperator mit dem Hamilton-Operator des Ruhesystems H r=
Bmc?.

Fiir endliche Geschwindigkeit, p° # 0, vertauscht der Spin-Operator nicht mehr mit
dem Dirac-Hamilton-Operator und der Spin ist im allgemeinen keine Erhaltungsgrosse
(Quantenzahl) mehr.

[Hp,51#0 mit Hp=cd  p +8mc (2.520)

Die Helizitét, d.h. die Spinkomponente parallel zu Impuls (% || #) bleibt erhalten.
Der entsprechende Operator ist definiert als

7P

- 0
h(p) = |7 -7 = [Hp,h(p)]=0 (2.521)
0 —_
|7l
Wir suchen eine weitere Erhaltungsgrosse, die mit dem Spin zusammenhéngt. Betrach-
te den Kommutator

[H p, %) = 2ic(oy P — . py) (2.522)

den wir mit dem Kommutator des Drehimpulses vergleichen wollen ( L = # x P ):

[Hp, L) =[c@- 7§ +0mc §p.— 2Py =ihc(a.py—a,p.) . (2.523)

Wenn wir daher (2.522) mit //2 multiplizieren und zu (2.523) addieren finden wir
einen kommutierenden Operator:

o~
~ —

[HD,L+

—
—

S]1=0 = J=L+ 8 =1L+-% Gesamtdrehimpuls.

(2.524)

[
| St
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Das bedeutet, dass der Gesamtdrehimpuls J eine Erhaltungsgrosse ist, wiahrend so-
wohl Spin als auch Drehimpuls unabhéngig nicht mehr erhalten sind, ausser im Grenz-
fall ¥ — 0. Dies ist der Effekt der Spin-Bahn-Kopplung, die wir frither als relati-
vistische Korrektur von Hand in unsere Theorien eingebaut haben. Die Spin-Bahn-
Kopplung ist jetzt natiirlich in der Dirac-Theorie enthalten.

Nun wenden wir uns den ebenen Wellen bei endlichem Impuls zu. Wir spalten den
Vektor v in zwei Unterspinoren auf, so dass die Dirac-Gleichung die Form

of ¢\ _ mce E-ZAT 10)
w()-( 0 () -

annimmt. Diese Gleichung kann einfach durch Eliminierung einer der beiden Spinoren
gelost werden:

~
— —

Y +me PO+ me

~
— —

Zusammen mit den Beziehungen

(d - ;5’)2 =52, p2p°% +me) = me(p° +mc) + 72 und (p9)? = 72+ m
(2.527)
ergeben sich dann die Losungen:
Positive Energie:
1
_ 0 2
«+ _  [Ez+me . (5 F—Egt)/h _ | MC (1)) =\ i(§-7—Ezt)/h
L e B =\ gy P
(px+ipy)c
E 5 +mc?
0
w(t) _ E 5+ mc? " _1“) je | eiFE-Bgt)/h _ mc? U(Q)(ﬁ)ei(ﬁ-a':‘fEﬁt)/h
2p V. 2me? W EzV
Eﬁij’ﬂCQ
(2.528)
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Negative Energie:

Eﬁp—‘,z-’fncz
| (pztipy)c 2
(0) _  JEptme | Bemr | iga—man/m _ | T 3) (=il E—E gt/
,(/)117 2m02 P 1m(‘ € Eﬁvu (p)e
0
(Pm_ipy)c
E 5 +mc?
- _ | Ez+me? yo— Ci(pE-Byn/h _ | My (5 Btk
Vo 2mc? : 0 € EﬁVu (P)e
1
(2.529)
mit Ey =/ p2c? +m2ct.
Diese Zusténde sind orthogonal und ihre Norm
P ETpE) _ Ey 5 E->0 (2.530)
ir Vir = 2 2 :

ist abhéngig vom Bezugssystem, da cp die 0-Komponente eines Vierer-Vektors ist.

Zitterbewegung: Obwohl wir eine positiv-definite Dichte finden, haben wir analog zur
Klein-Gordon-Formulierung wieder unvermeidbar Losungen negativer Energie. Zwar
konnen wir im Falle freier Teilchen genau zwischen Zustédnden positiver und negativer
Energie unterscheiden. Sobald wir jedoch einen lokalisierten Zustand betrachten, etwa
einen gebundenen Zustand, dann ist eine einfache Separierung nicht mehr moglich. Eine
allgemeine Wellenfunktion kann néimlich durch Uberlagerung ebener Wellen erzeugt
werden.

- mc? S\ i(p-E—Ep o\ —i(§-E—Egt)/h
(T, t) = Z Z cmu(l)(p)e (p-Z—Ept)/h 4 Z Cﬁlu(l)(p)e (p-Z—Ept)/h
2

EgV 1=1,2 1=3,4
(2.531)
Betrachten wir nun einen Zustand, der zur Zeit ¢ = 0 durch die Wellenfunktion
o(T)
wE0=| | (2.532)
0

gegeben sei. Durch die Fouriertransformation finden wir die Koeffizienten in der Ent-
wicklung (2.531) mit der Bedingung,

pzC

N (Pz —ipy)e
E 5 + mc?

Cy1 und c_ 54 = — 51 -
P P Egz+mc® "

C_j3 = (2.533)
Wegen der Heisenberg-Unschérferelation AxAp, ~ h gilt, dass die Koeffizienten c_ 53
und c_ p4 vergleichbar mit ¢ 51 werden, wenn das Teilchen auf einer Léngenskala Az <
h/me = Ao (Compton-Wellenlénge) lokalisiert ist. Der Zustand eines Elektrons, das
auf engem Raum eingeschlossen wird, enthélt sowohl Komponenten positiver als auch

negativer Energie, analog zum Problem des Klein’schen Paradoxes.
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Betrachten wir nun den Operator der Geschwindigkeit. Dieser ergibt sich aus der Be-
wegungsgleichung des Ortsoperators:

. d 5 h ~ o
)= 7 ]—;[HD,xJ]:caj (2.534)

Interessanterweise ist die Geschwindigkeit keine Erhaltungsgrosse, auch wenn der Im-
puls erhalten ist, denn [H p, ] # 0. Unter Verwendung von (2.531) berechnen wir
den Erwartungswert der Geschwindigkeit:

<)

Wit) = / Brip(F 1) 09T 1)

2
=3 Y lenlP = Y el

7 Poli=1,2 1=3,4

mc N, o -\ —2iF =
DD I Lt

]

+c,7r/c}ru(T)(ﬁ)Tcaju(’"/)(ﬁ)e%Eﬁt/h .
(2.535)
Die ersten beiden Terme zeigen an, dass die Komponenten positiver und negativer
Energie entgegengesetzte Geschwindigkeit haben. Die nachfolgenden Mischterme wei-
sen schnelle Oszillationen mit der Frequenz ~ 2mc?/h auf. Dies wird Zitterbewegung
genannt und findet sich natiirlich auch im Erwartungswert der Ortskoordinate, die sich
durch Integration von (v, (t)) nach der Zeit t ergibt:

p
—t Y eal = > leql

=12 1=3,4
ch 2
Z :Z Z; 2me <E5> [c}r,cﬁru(r)(ﬁ)fca#u(r)(ﬁ)e—zusﬁt/h

—cﬁ,./c’%ru(”(ﬁ)*ca#u(”')(ﬁ)e%Eﬁt/h )
(2.536)
Die Zitterbewegung des Teilchens fiir ein Wellenpaket ist von der Groéssenordnung
Compton-Wellenlinge \c = ii/mec = 3.9 x 10711 cm. Diese zusiitzlich schnelle Bewe-
gung entspricht einer Art Verschmierung des Elektrons. Damit fithlt das Elektron am
Punkt & nicht einfach das Potential V (&), sondern eigentlich V(& + §Z). Da 6 &
klein ist kénnen wir entwickeln und erhalten

v
0z, 0z,

Wenn wir dies zeitlich mitteln (die Zitterbewegung geschieht auf einer Zeitskala ¢ >
h/2mc* ~ 10~2?s) und fiir |§x,| = h/mc annehmen (aber dz,, = 0), erhalten wir

1
V(Z468)=V(Z)+6%-VV(F T) + gow,da, (2.537)

212



1\ <
V(Z)=V(Z)+=(— ) VV(Z 2.538
@ =vi)+g () TV (2.558)
Diesen Korrekturterm werden wir spéter im nicht-relativistischen Grenzfall wieder als
Darwin-Term antreffen, wenn auch mit einem leicht unterschiedlichen Vorfaktor.

2.8.3 Der Dirac-See

Wie in der Klein-Gordon-Formulierung (spinlose Bosonen) haben wir hier Elektro-
nenzustdnde negativer Energie. Dies ergibt insofern ein Problem, als Atome dadurch
nicht mehr stabil wiren. Der nicht-relativistische Grundzustand des Elektrons im
Wasserstoff-Atom konnte geméss der Dirac-Gleichungen durch Strahlungsemission in
einen Zustand negativer Energie zerfallen und schliesslich bis zu unendlich tiefen Ener-
gien kollabieren. Dirac hat einen eleganten Ausweg aus diesem Dilemma gefunden.
Im Dirac-Bild entspricht das Vakuum der Situation, in der alle stationéiren Zustdnde
der Dirac-Gleichung mit negativer Energie durch Elektronen besetzt sind. Da wegen
des Pauli-Prinzip keine weiteren Elektronen in diese negativen Zustédnde hineinpas-
sen, kann der urspriingliche Grundzustand des Atom auch nicht in Richtung negativer
Energieniveaus zerfallen. Diese Vakuum wird auch Dirac-See genannt, in Analogie zum
Fermi-See des nicht-relativistischen Elektronengases.
r R VAVAVAVAVAVAV,A VAN

, E
/Ieer \
- T
K ‘ K
\ / Loch = Positron
voll

Dieses Bild hat sehr grosse Ahnlichkeit mit dem Spektrum eines Halbleiters, wo das
Valenzband und Leitungsband mit den Zusténden negativer bzw. positiver Energie
identifiziert wird. Diese Beschreibung hat weitreichende Folgen, indem n&mlich die
Moglichkeit besteht, durch Photonabsorption ein Elektron von einem negativen Ener-
giezustand in einen positiven anzuregen. Damit hinterlésst man ein ”Loch” im Dirac-
See und gewinnt ein Elektron mit positiver Energie. Das Loch entspricht einem Teilchen
mit positiver Ladung, da im Dirac-See eine Ladung fehlt. Falls ein Elektron des Im-
pulses 7 und Spins A(X3) entfernt wurde, hat der Dirac-See Impuls — 5 und —A(%?).
Wir identifizieren dieses Loch als das Antiteilchen zum Elektron, ein sogenanntes Po-
sitron. Man beachte, dass historisch Dirac das Antiteilchen aus seiner Theorie vor-
hersagte. Es wurde erst einige Jahre danach tatséchlich im Experiment nachgewiesen
(Anderson, 1932). Im Vergleich der beiden Theorien (Klein-Gordon und Dirac) erge-
ben sich klare Unterschiede. Die Dichte kann in der Klein-Gordon-Formulierung (fiir
spinlose Bosonen) beide Vorzeichen annehmen, so dass die Teilchenzahl verénderlich
ist, wihrend die Ladung erhalten bleibt. Damit kann es nicht geschehen, dass aus ei-
nem Teilchen ein Antiteilchen entsteht. Dagegen ist die Dichte immer positiv fiir die
Elektronen in der Dirac-Formulierung. Es ist das Pauli-Prinzip, das verhindert, dass
sich Elektronen in Positronen verwandeln und umgekehrt.

E

Teilchen = Elektron

- W
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Vakuum-Polarisation: Die Prisenz des Dirac-Sees bringt neue Aspekte ins Spiel. Be-
trachten wir zum Beispiel eine statische Punktladung (Elektron, Proton, ... mit po( &) =
qo6®(&)), dann fithrt die Ladung zu einer elektrostatischen Polarisation des Dirac-
Sees, d.h. des Vakuums. Da der gefiillte Dirac-See inert ist, bedeutet diese Polarisation,
dass Elektron-Loch-Paare virtuell erzeugt werden (wie in zweiter Ordnung Stérungs-
theorie).

po pp pO + pD Elektron
OPositron

virtuelle Elektron—Positron
nackte Ladung Abschirmladung Summe
Anregung

Das Resultat der Vakuum-Polarisation ist die effektive Abschirmung der Punktladung,
d.h. um die Ladung formiert sich eine Wolke umgekehrter Polarisationsladung (p, (7)),
so dass auf Distanzen grosser als r( eine reduzierte Ladung beobachtet wird:

0= [ (@) + () (2.539)

Diese reduzierte Ladung entspricht der von uns gemessenen Ladung. Deshalb ist die La-
dung +e des Elektrons oder Protons nur eine effektive Ladung. Die wahre (oder nackte)
Ladung ¢gp kommt erst zum Vorschein, wenn wir uns sehr nahe bei der Ladung befin-
den. Obwohl die Linge r¢ sehr kurz ist (~ Compton-Wellenléinge), kann man den Ab-
schirmeffekt experimentell beobachten. Die Energieniveaus der s-Elektronenzustdnde
in einem Atom sind etwas niedriger als erwartet, da diese Elektronen beliebig nahe
an den Kern herankommen und so von der positiveren Ladung noch mehr angezogen
werden. Zusténde hoheren Drehimpulses sind wegen der Zentrifugalkraft weiter ent-
fernt vom Kern und sehen nur die abgeschirmte Ladung. Man beachte, dass dhnliche
Abschirmphénomene fiir Ladungen durch Elektron-Loch-Polarisation des Fermi-Sees
auch in Metallen vorkommen.

2.8.4 Symmetrien und Erhaltungssitze

Wir haben uns im Zusammenhang mit Symmetrien schon frither mit der allgemei-
nen Lorentz-Kovarianz des Dirac-Hamilton-Operators beschéftigt. Ferner haben wir
gesehen, dass der Gesamtdrehimpuls,

~ > ha
J=1+3%, (2.540)

eine Erhaltungsgrosse ist und daher mit H p kommutiert. Rotationen miissen deshalb
sowohl orbitalen Drehimpuls als auch Spin einschliessen, um die Dirac-Gleichungen

forminvariant zu lassen. Der erzeugende Operator der Rotation ist also J mit

U(0)=e?7 . (2.541)
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Nun diskutieren noch wir eine Reihe weiterer Transformationen.
Paritit: Die Paritét, definiert durch ¢ =t und ' = — &, entspricht

1 0 0 O
0 -1 0 0 v
v _ v : "o v o
“wv=109 0 -1 o =g mit 2" =a” 2. (2.542)
0 0 0 -1

Zunéchst betrachten wir die Invarianz der Kontinuitétsgleichung

9 - L.
LG .7=0 = pJ=p wd j'=-7. (2.543)

Dies bedeutet, dass A = Ay und A’ = — A, denn das Vierer-Vektorpotential geht
als Produkt pAg 4+ j - A (= p’A) + 7' - A’) in den Hamilton-Operator ein. Die

entsprechende Transformation der Wellenfunktion ¢'(Z’,t') = Spw(Z,t) ergibt sich
durch Vergleich der Dirac-Gleichungen, i.e.

in _ H(Z,A|p(&,t)=0 < Sp in2 H (&', AM)| S5t Spp(Z,t) =0
ot ot NGRS
Y& t)

(2.544)

so dass

L0 L ([h=s e - Lo
{(zhat—er)—a~<iV—cA)—mcﬁ}¢(x,t)—O (2.545)
in

Ao .
Sp { <m(96t’ — 6A6> +a- (,V’ - eA’) - mc,@} S (# 1) =0 (2.546)
i c
transformiert wird, woraus die Bedingung fiir die Forminvarianz folgt:

a——a; p—p (2.547)

Damit ist

Sp=m und Sp'=10/n, (2.548)

wobei 79 =  und (2.481) verwendet wird. Wenn wir zusiitzlich verlangen, dass die
Dichte 974 invariant bleibt, muss gelten ||?> = 1 oder n = €' wobei wir ¢ = 0 wihlen
diirfen. Als ein Beispiel betrachten wir die Wirkung der Paritdt auf den Geschwindig-
keitsoperator ¢ @:

Sp(cd)Sp! =cydy =cBdB=—cad, (2.549)
d.h. die Geschwindigkeit wird umgedreht. Fiir das Skalar- und Vektor-Potential folgt
aus (2.546) natiirlich Aj = Agund A’ = —A.
Zeitumkehr: Die Zeitumkehr entspricht # = —t und #’ = Z. Aus der Invarianz der

Kontinuitétsgleichung schliessen wir analog zur Paritétstransformation, dass Aj = Ao
und A’ = — A. Die zeitumgekehrte Form der Dirac-Gleichung (2.545) ist
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St { (—zhaat, - €A6> - a - <ij§' + 21‘?) - mcﬁ} Sy =0, (2.550)

woraus man schliesst, dass

i——i; a——a; [B—p (2.551)
Damit konnen wir in gleicher Art wie vorhin die Transformation ¢’ ( Z’,t") = Spi(Z,t)

bestimmen:

~ ~ 2 ~
Sr=iv'v* K = —ia*a® K = — ( % 002 ) K, (2.552)
wobei K wie in Kapitel 6 der “Konjugiert-komplex”-Operator ist: KiK' =—i.
Zuni#chst wollen wir die Wirkung von St an einem Beispielzustand testen:

efimc2t/h N ’(/)/(f,t,) = Sr 1/1(3’?725) — efimCQt'/h )

<

I
coc o
oo RO

(2.553)
Das Teilchen bleibt ein Teilchen, aber sein Spin wird umgedreht. Als weiteres Beispiel
betrachten wir die Stromdichte j = ctpt @ :

' =cptStaSry = —cyptay =5 (2.554)

Ladungskonjugation: Fiir die Dirac-Gleichung gibt es noch eine weitere Symmetrie,
namlich diejenige, die zwischen Zustidnden positiver und negativer Energie besteht.
Einerseits konnen wir die Dirac-Gleichung fiir Elektronen aufstellen, die eine negati-
ve Ladung haben und deren Antiteilchen (Positronen) negative Energie haben (siehe
(2.545)). Wir kénnen aber genauso gut die Gleichungen vom Gesichtspunkt des Po-
sitrons aufstellen mit postiver Ladung und Antiteilchen (Elektronen) mit negativer
Energie. Diese zueinander konjugierten Gleichungen lauten

{(zhaiu — ZAM> P — mc} Yv=0 & S { <zhajﬂ + ZAL) P — mc} St =0.
(2.555)

Dabei stellt die Wellenfunktion 1. den zu 1 ladungskonjugierten Zustand dar. Fiir die
Forminvarianz ist erforderlich, dass

i — =iyt — —yH (2.556)
Damit finden wir, dass ¥, = S:¢ mit

Se =iV’ K . (2.557)

Wir wenden diese Transformation wiederum auf den Zustand an

eI (T,1) = Se (1) = i e (2.558)

<

I
co o
— o oo
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Dies fiihrt auf ein Antiteilchen mit umgekehrtem Spin. Wir kénnen die Ladungskon-
jugation auch auf den Viererstrom anwenden: j# — —j#, was der Umkehrung des
Vorzeichens der Ladung entspricht (7# = cipyH*1)).

2.8.5 Nicht-relativistischer Grenzfall
Wir betrachten nun den Grenzfall von v < ¢. Zu diesem Zweck schreiben wir die

Dirac-Gleichung in einer modifizierten Spinorform, indem wir den Vierer-Spinor in
zwei Zweier-Spinoren aufspalten:

_( ¥
¢_<X>
L0 o\ he e » 0 ¢ oo 0 2 ®
:>zﬁat<x>—{c<iV—cA>-<&, 0)+<0 _Uo>mc —|—er} X
2

und in Komponenten

0 h o -

i = ¢ ( v-< A> Fx + (mc® + eAo)p (2.560)
ot i c
ox he e 2\ . 9

zha = ¢ (@ VvV - p A> -0 — (me —eAp)x (2.561)

Wir gehen von (2.561) aus mit dem Ruhesystemansatz x ~ e—ime’t/h aus, woraus in

erster Ordnung folgt

h = - 1 (hs -
mczx%c<,V—eA)~Ego—mch = x%(_V—eA)w}'cpwv(p.
1 c 2me \ 1 c c
(2.562)
Dies nun eingesetzt in (2.560) liefert
dy 1 h e 2
het=— |V --4). ¢ 2+ eA 2.563
ot T 2m [(zv c U] o+ (me” +edo)g ( )
Wir verwenden nun die Identitét (@ - )(b- &)= a- b +io- (@ x b), so dass

he e\ L1 T
SVt A) G| p= SV -t A) oo (U x A+ A x Vg, (2564)

wobei H = V x A das Magnetfeld ist. Damit erhalten wir in erster Ordnung von

v/,

w1 (he ex\ e g +(mc® + eAy) (2.565)
L= =V -=- - G- ) )
ot 2m \ 1 c 14 2me 14 0)%

gup 8 He
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Hier finden wir direkt die Kopplung des Magnetfeldes an das magnetische Moment des
Spins, so dass unsere Interpretation des Spinors als Spinkomponenten nachtréglich ge-
rechtfertigt wird. Es ist ein Triumph der Dirac-Theorie, den gyromagnetischen Faktor
g = 2 richtig zu finden.

Nun gehen wir eine Ordnung héher in (2.562):

1 ho e - 1 0
=— (=V-—=A) - ¢dp———[ih=—mc® —¢€A
X 2mc(iv c > 7 ome <l o T € O)X
1 ho e = 1 0 ho e -
~ P9 _CA) o —(ihl —m—eay ) (29 -C4).
ch(zv c ) g 4m?2c3 (mat me-—e 0) (iv c ) o

(2.566)
wobei die zweite Zeile durch iteratives Einsetzen erhalten wird. Wir bearbeiten nun
die zweite Korrektur, indem wir diese in (2.560) einsetzen:

1 ho e - L (.. 0 9 ho e .

N N " md e ea (2.567)
 4m?2e3 i c 7 Mg —me T ) .
ieh hs e - ~
—--A 7| (FE
4m?2c? K@ c > J} ( )P
wobei wir das elektrische Feld E = —V Ay — %614' /Ot eingefiihrt haben. Aus der
Néherung
R S DD (%) (2.568)
ot 0 )P T om? c '
erhalten wir schliesslich den Korrekturterm
B A (E x p)+ _ieh = g (2.569)
sm3c  4m2c2 b am22 P . '

Spin-Bahn-Kopplung  nicht-Hermitesch

der die Spin-Bahn-Kopplung einschliesst, die wir schon frither als relativistische Kor-
rektur gesehen hatten, und einen nicht-hermiteschen Term erzeugt, den wir jedoch
bald wieder los sein werden.
In dieser Ordnung der Entwicklung wird auch die Korrektur fiir die Normierung der
Wellenfunktion wichtig, d.h.:

ey

3

1= /d3r Plep = /d3r (To+xTx) = /dgrd ©o+0 <Z3> . (2.570)

p
1 P
+ 4m?2c?
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Daher sollten wir mit der Wellenfunktion

U(T,1) = (1 + 875262) o(Z,1) (2.571)

arbeiten. Wenn wir die Gleichung

3_gA’2 =4
{iha—mc2—(p < )—i— P }cp

ot 2m 8m?2c?
eh | = eh - -~ ieh ~ o
:‘{mc“'H+W”'<EXP>+eA° 2z P E e
(2.572)

mit 1+ E’ 2 /8m?c? von links her multiplizieren, erhalten wir unter Verwendung von

[52 eA] —2ieh p - E = h2e V%A, (2.573)

die nicht-relativistische Niherung zweiter Ordnung (alle Terme von héherer Ordnung
werden vernachlissigt):

ov 1 /7~ e \2 P4
e — 2 —(*—7/1) Ly
’ ot {mc +2m P c 8m3c2

_{eﬁg.g+ eh 5.(EX5)}@ (2.574)

Diese Néherung beinhaltet in der zweiten Klammer auf der rechten Seite die Kopp-
lung des Spins an das Magnetfeld sowie die Spin-Bahn-Kopplung. Die dritte Klammer
schliesst den Darwin-Term als Korrektur zum Potential ein, eine Korrektur der Zit-
terbewegung, wie wir ihn schon nihrungsweise in (2.538) gesehen haben. Der Darwin-
Term kann auch als eine Konsequenz der Vakuumpolarisation, die wir oben kurz dis-
kutiert haben, verstanden werden. Offensichtlich ist die Langenskala, die sich aus dem
Vorfaktor ablesen ldsst, die Compton-Wellenldnge Ao = h/me.

2.8.6 Wasserstoff-Atom

In Atomen ist der Darwin-Term wichtig fiir die s-Zustéinde, denn wir sehen, dass fiir
das Kern-Coulomb-Potential gilt

- A
V24, = v2‘—f| = —AnZed(7), (2.575)
z
d.h. dieser Term ist nur aktiv genau auf dem Kern. Wir sprechen von einer ” Kontakt-

Wechselwirkung”. Andererseits sehen wir, dass der Spin-Bahn-Kopplungsterm, der im
Atom die Form erhélt,
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c LG T

(2.576)
nur bei endlichem orbitalem Drehimpuls einen Beitrag gibt. Im Atom gilt Ag =
Ze/| Z|. Wir konnen die relativistischen Korrekturen als Stérung betrachten und fiir
das Wasserstoff-Atom die Korrektur zur Energie in erster Ordnung Rayleigh-Schrédinger-
Theorie betrachten. Nach einiger Rechnung findet man

2 4
E = me? [1 R <j+11 - 41) O(a6)} (2.577)
2

)

=)
=)

eh -
il d-(E x

he 1dA0 o >
y= - (280) 5 (7 x

4m2c? r dr 2m2c? r dr

mit « = e%/hc und j die Quantenzahl des Gesamtimpulses.” Die Korrekturen ent-
sprechen der Feinstruktur des Atomspektrums. Wir finden, dass das Spektrum nicht
mehr nur von der Hauptquantenzahl n abhéngt, sondern auch vom Drehimpuls j. Da-
mit werden gewisse Entartungen des nicht-relativistischen Spektrums aufgehoben. Im
nicht-relativistischen Fall sind die Zusténde 2S5 1 2P% und QP% entartet (Notation:
nL;). Die relativistische Korrektur der Dirac-Gleichung spaltet die Entartung auf:

(251,2Py) entartet, 2P; um -~ 10~%eV hoher (2.578)

Auch die verbliebenen Entartung zwischen 2.5 1 und 2P% wird noch aufgespalten durch

sogenannte Strahlungskorrekturen wie dem Lamb-Shift 1°.
Ein einfaches Bild des Lamb-Shifts ergibt sich, wenn wir von der Konstruktion des
Darwin-Terms ausgehen, wie wir sie in (2.537) eingefiihrt haben.

1 = Ze? 2me?
ap= Lo 922w = 2

| Z]
Nun betrachten wir eine weitere Ursache fiir die Fluktuation der Elektronposition ne-
ben der Zitterbewegung oder Elektron-Loch-Polarisation. Diese kommt von der Null-
punktsfluktuation des elektromagnetischen Feldes, ist also eine Strahlungskorrektur.
Das Elektron wird durch das fluktuierende Feld in eine ungerichtete Bewegung versetzt,

((0r))| ¥ (& = 0)? (2.581)

9Das Wasserstoff-Atom kann auch fiir die Dirac-Formulierung exakt gelést werden. Wir verweisen
hier auf die Literatur, z.B. Bjorken und Drell, Relativistische Quantenmechanik I.
10Die Entartung von 2S1 und 2P:1 erscheint erstaunlich in Anbetracht der Tatsache, dass es die
2

2
beiden Korrekturen, den Darwin-Term und die Spin-Bahn-Kopplung, gibt, wobei der erste fiir den
Zustand 2531 und der zweite fiir den Zustand 2P; einen Beitrag liefert. Der Nachweis, dass die

2 2
beiden Terme tatséchlich die gleichen Korrekturen ergeben, bedarf einer ldngeren Rechnung, die
wir hier nicht nachvollziehen wollen (siehe z.B. C. Cohen-Tannoudji, Bernard Diu et Franck Laloé,
Mechanique Quantique). Eine einfache Abschétzung soll uns aber etwas Vertrauen in das Resultat
geben. Zunichst der Darwin-Term fiir 257 :
2
wh?Ze? Th?Ze? 1
AEp = ——— 0)* ~ —
D=5 53 [125(0)] 2mZcZ a3

wobei wir verwendet haben, dass der Atomradius a wie a ~ agZ~!/3 (Thomas-Fermi) skaliert.
Die Spin-Bahn-Kopplung fiir 2P; ergibt eine Energiekorrektur
2

~mc?Z2a* (2.579)

Ze? 1

2m?2c2? a3

~mc?Z%a (2.580)
wobei wir verwendet haben, dass ( s . E) ~ h2. Offensichtlich sind beide Korrekturen “gleich”.
Verglichen mit der wesentlichen Energieskala des Atoms Fg ~ mc2Z2a? sind diese Korrekturen um
o? kleiner.
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so dass der Mittelwert ((67r)?) endlich ist. Um ihn abzuschiitzen, gehen wir zunichst
von der klassischen Bewegung des Elektrons aus, welche durch die Gleichung

—

d?5 e = ek,
=—F = 0%, =—
dt? m T mw?

beschrieben wird, wobei wir die zeitliche Fouriertransformation ausgefiihrt haben.

(2.582)

S (t) = / dwd & et (2.583)

Die Mittelung der quadratischen Amplitude ergibt dann

e2 ., o2 7 )2
(6r)?) = ——((B.)?) = ((6r)?) = w/dw (EWS) (g 580

m2wt wt
Beachte, dass (§ %) = 0. Nun kénnen wir (( E ,)2) durch die Feldenergie des Vakuums
abschétzen:
1

3 2 2 3 2_
o | (B + B?) = /drE 22— (2.585)

wobei der Faktor 2 im letzten Ausdruck von den beiden Polarlsatlonsrichtungen des
elektrischen Feldes stammt. Das mittlere quadratische Feld ergibt dann

87r hw 8w 2h
= 7 / i / /
/d - 5 (2r)? d’k — dw w? dw{EZ)

(2.586)

so dass (E2) = 2hw? /mc3. Dies setzen wir nun in (2.584) ein:

(67)2) = ﬂ/dwl _h /dk% (2.587)

mm2c3 w  mm2c3

Dies fithrt auf ein Integral, das sowohl fiir grosse (ultraviolett) wie fiir kleine (in-
frarot) Wellenvektoren divergiert. Wir miissen daher “verniinftige” Grenzen (cut-off)
einfiihren. Natiirliche Grenzen im Atom sind

1 1
—>k>— 2.588
ko, (2.58%)
denn einerseits ist ap die maximalen Léngenskala des Elektrons, andererseits kann das
Elektron kleiner Liangenskalen als Ao wegen der Zitterbewegung nicht mehr ”auflésen”.

Daraus ergibt sich

() ~ 2o (1) | (2.5%9)

(A¢/ap = «). Damit erhalten wir

A Ze? 1
ABLamp ~ ——N%aln () MOES (2.590)

was mit der Wellenfunktion |¥,, ;—0(0)|? = 1/(a®*n3n) = Za?/(AEn3w) die Energiever-
schiebung
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40t Z2%e? 1 4aPmc?Z? 1
AFmbn =———-n|— | = ————In| — 2.591
Lamb.n = 83008 X (a) 3rnd (a) ( )

bewirkt. Der Vergleich mit dem Beitrag des Darwin-Terms ergibt, dass fiir die [ = 0-
Zusténde

«

(2.592)

~ —In
AE‘Dalrwin,n ™

AELamb,n 20 (1)

d.h. der Lamb-Shift ist kleiner. Fiir den nS 1 -Zustand ist die Korrektur verglichen mit
der Atom-Energieskala (Ey = mc?Z%a?) einfach abzuschétzen

AE‘Lamb,n
Ey
Die Niveau-Aufspaltung ist daher E251/2 — E2P1/2 ~5x 10 %V,

3
N %|lno¢| : (2.593)

Hyperfeinstruktur: Im Zuge der Verfeinerung des Wasserstoff-artigen Atom-Spektrums
diskutieren wir auch hier kurz die Hyperfeinaufspaltung die durch die Wechselwirkung
des Elektron- und Kernspins auftritt. Der Elektronspin koppelt an das magnetische
Feld, das vom Protonspin (1/2) verursacht wird. Dieses Feld wird gegeben durch

. - ~ o1
B(7)= —’“‘f;igpv (T % V) (2.594)

wobei wir das Proton am Ursprung platzieren mit dem Spin I (pp: Protonmagneton,
gp: gyromagnetischer Faktor). Der Kopplungsterm fiir das Elektron lautet dann:

~ 2 = . = o U |
thzﬁuBs.B(f)z—%s.{vX(I V)i (2.595)
Die Energiekorrektur ergibt sich aus dem Erwartungswert
~ . . = . > - 1
<th>:—%/d"x W) [<s AV X (T x V)| s (25%)

den wir nun fiir ein s-Wellenorbital berechnen (I = 0), das den grossten Wert aufweisst:

~ UB g ; . = S o = s o 1
(o) =200 [t w, (@) |(5 - 1) 92 (5 - 9)(T - 9))| =
1§ T)v:

HBHpGp 3 22,5 7 a2l

=— d’x | (S 1) V*—

e [ v (@)P5(5 - T) P

——

=—47é(T)
(2.597)

wobei die zweite Zeile wegen der Rotationssymmetrie der Zustdnde folgt. Damit ge-
langen wir zur Abschétzung:

~ 4 .
(Hag) = grstnmpgpl 5 DIWnico(O) = Zm g, 2=l (2.508)



mit M als Protonmasse. Die beiden Spins formen entweder eine Singulett- oder eine
Triplett-Konfiguration.

— o~ 3 .
g 7 —=  Singulett S+I =0
S . T 1
i Triplett S+1I =1
so dass sich eine Aufspaltung zwischen den beiden Konfiguration ergibt:
208 ,m

Auch diese Korrektur ist vornehmlich fiir s-Wellenzustéinde, da hohere Drehimpulse
eine deutlich geringeres Matrixelement aufweisen. Daher wird die Hyperfein-Struktur
oft auch als Kontaktwechselwirkung betrachtet. Der Vergleich mit Ey ergibt

AEhf n m a2
——~ —Op—= 2.601
Eo Mgp n3 ( )

d.h. fir n=11ist AEpz1 ~8 x 107 7eV.1!
Von den drei Kontaktwechselwirkungen sind die Hyperfeinstruktur und der Lamb-

Shift, nicht-relativistischer Natur, wihrend der Darwin-Term, auf der Zitterbewegung
beruhend, nur relativistisch hergeleitet werden kann. Beachte, dass

4
E

3DE_,2
3P,
33 32 3D3’,2
1/2 3P”2
2P, _
Feinstrukiu

18, p ——— Hyperfeinstruktur

1 Die Hyperfine-Aufspaltungen fiir die héheren Niveaus sind

251/2 : AE = %AEhf,l ( )
2.602
2P 5 AE = LAE, .

Auch der Zustand mit dem orbitalen Drehimpuls | = 1 weisst eine Aufspaltung auf. Diese ist aber
deutlich schwicher als diejenige der s-Wellenzusténde.
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2.8.7 Masselose Fermionen - Neutrinos

Schliesslich betrachten wir noch den Fall von Fermionen mit m = 0. Als Beispiel wird
oft das Neutrino angefiihrt. Es wurde jedoch vor ungefihr zwei Jahren im Kamiokande-
Detektor in Japan nachgewiesen, dass Neutrinos sehr wahrscheinlich eine (dusserst
kleine) Masse besitzen. Dies soll uns jedoch nicht daran hindern, hier von die Theorie
der Neutrinos als masselose Teilchen zu sprechen. Die Dirac-Gleichung liest sich dann
als

Ypuw=0. (2.603)
Wir fithren hier

5 . 0123 _ 0 0.0 2604
VEwn=irr = 0 (2.604)
ein (mit der Eigenschaft {75, v#} = 0) und multiplizieren (2.603) mit y>y" von links.
Es zeigt sich, dass
e A 3 fir u=1,2,3. (2.605)
Damit erhilt (2.603) die Form

S pv=5%" (2.606)
Wir kénnen hier eine ebene Welle fiir positive und negative Energie einsetzen:
() = Pk)eTHT = (k)TN R D) (2.607)
und erhalten

S k(k) = K050 (k) (2.608)

Beachte, dass quadrieren der Operation auf beiden Seiten die Energie-Impulsbeziehung
E = ck® = c|k]| liefert (d.h. die Geschwindigkeit des masselosen Teilchens ist die
Lichtgeschwindigkeit, unabhiingig von seinem Impuls), so dass

S Edk) = 259 (k) (2.609)

mit k = k /| k|. Es gilt, dass [S - k,~%] = 0. Daher kénnen wir Lésungen finden, die
gleichzeitig Eigenfunktionen des Helizitdtsoperators ¥ - k und des Chiralitdtsoperators
7% sind. Mit (v°)2? = 1 und Spy® = 0 folgt, dass die Eigenwerte von +° 41 und zweifach
entartet sind.

Wir fithren nun Losungen der Form,

us(k e—ikx
vy ={ e (2610)
ein, mit ¥ = | k| > 0. Dabei seien u, und vy (u_ und v_) Eigenzustéinde positiver

(negativer) Chiralitét. Dies legt die Darstellung
_ L [ ax(k) _ L[ be(k)
ug (k) = 7 ( s (k) und ve(k) = 75\ £be (k) (2.611)
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nahe. Andererseits ergibt die Dirac-Gleichung

as(k) =+ - Kaw(k), (2.612)

was auf

a+(k):< cos 5 ) wd  a_(k) = ( —Singg‘”> (2.613)

. 6 4
sin 56“1’ oS 5
fithrt, wobei # und ¢ die Polarwinkel von k sind. Diese Losungen entsprechen auch
den ebenen Wellenlgsungen (2.528) und (2.8.2) im Limes m — 0.

Chirale Darstellung: Wir kénnen die Dirac-Gleichungen auch umschreiben in einer neu-
en Darstellung. Dazu definieren wir eine unitére Transformation im Vierer-Spinorraum:

U=—(1+7°) (2.614)

Sl

und erhalten damit

Yen,1 i i 0 ol 0
wCh UTw N < ’(/)ch,2 ’ ’th B UT’Y]U o —oJ 0 o Ten
0 —oY
_ TA07T —

wobei j = 1,2, 3. Die neue Form der Dirac-Gleichung ist dann

0 . o mc
(Zaxo tio c‘)f) Ven2 — 5 Peh =0
(2.616)
.0 ., 0
<—z —4id - 85) Yen,1 — %wchﬂ =0

Diese Darstellung nennt man chiral. Wenn wir nun zum masselosen Fall iibergehen,
entkoppeln die beiden Gleichungen (sie werden dann Weyl-Gleichungen genannt). Sie
sind separat nicht mehr invariant unter Paritétstransformation und haben Lésungen
unterschiedlicher Chiralitét:

0

w=( Y1) positive Chiralitit ¢ —
0 wch,Z

) negative Chiralitét.
(2.617)
Die Experimente von Wu und ihren Mitarbeitern (1957) haben gezeigt, dass die Neu-
trinos nur mit negativer Chiralitdt vorkommen, d.h. die Paritdt ist verletzt, und die
Neutrinos werden durch den Spinor %,y 2 und die entsprechende Weyl-Gleichung be-

schrieben. Die Losungen sind

L/Ji;t)z(x) = u(k)e”™* fiir Neutrino und 77[12;:)2 (z) = v(k)e™™™ fiir Antineutrino.
’ (2.618)
u(k) und v(k) sind zweikomponentige Spinoren. Das Neutrino hat postiven Impuls
k und negative Helizitdt. Dagegen hat das Antineutrino negativen Impuls — k und
infolgedessen positive Helizitdt (dasselbe gilt in der Lochinterpretation). Die Helizitét
bleibt erhalten, unabhéngig vom Inertialsystem. Wenn die Teilchen jedoch endliche
Masse haben, kann man sich nicht mehr auf eine bestimmte Helizitdt beschranken. Fiir
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gegebenen Spin des Teilchens im Ruhesystem kann man das Teilchen mit Impuls par-
allel oder antiparallel zur Spinrichtung beschleunigen und erhélt so beide Helizitéten.
Ein solcher Vorgang ist undenkbar mit masselosen Teilchen, da diese sich mit Lichtge-
schwindigkeit bewegen und somit kein Ruhesystem besitzen. Die Frage, ob Neutrinos
eine Masse haben, ist in den letzten Jahren sehr wichtig geworden, denn es gibt Ideen,
um die sogenannte “fehlende Masse” in Galaxien (Rotation zu schnell, um stabil zu
bleiben) durch Neutrinos zu erkliren. Fiir das elektronische Neutrino wird heute eine
obere Schranke von mc? < 18¢V angenommen. Es gibt aber auch das u-Neutrino vy
und das 7-Neutrino v, die hohere obere Schranken haben.

Abschliessend bleibt zu bemerken, dass die Dirac-Formulierung die Grundlage fiir die
Quantenelektrodynamik, die quantitativ wohl erfolgreichste Theorie der Physik, bil-
det. Aus der quantenfeldtheoretischen Formulierung, zusammen mit der Klein-Gordon-
Gleichung und einigen Erweiterungen der Eichfelder, ergibt sich die heutige phénome-
nologische Beschreibung der Teilchenphysik. Dies gehort in die Vorlesung “Quanten-
feldtheorie”.
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