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1 EINFURHUNG 3

1 Einfiirhung

Eine zentrale Frage der Physik lautet: Wie bewegt sich ein Teilchen unter dem Einflul von
Wechselwirkungen? Zum Beispiel:

e Planeten unter dem Einflufl der Gravitation
e Elektron im Atom im Coulombfeld des Kernes bzw. der anderen Elektronen

e Elektronen in Halbleitern und Metallen unter dem Einflul elektrischer oder magnesti-
scher Felder

e Nukleonen im Kern unter dem Einflufl der starken Wechselwirkung
Bereich der klassischen Mechanik:
e anwendbar, wenn v nicht zu grof ist (v << ¢)

e Newton’sche Mechanik beruht auf einem Konzept von Raum und Zeit, in dem die Zeit
nicht vom Bezugssystem abhéngt

e anwendbar, solange die Wellennatur der Materie nicht zum Tragen kommt

#(7, ) =7 (1)
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2 Grundbegriffe der Bewegung

2.1 Ort und Bahn eines Massepunktes

Massepunkt: Korper, dessen ganze Masse in einem Punkt zentriert ist.
Ort- und Bahnkurve wird in einem beliebigen Koordinatensystem festgelegt.

Ort:

Kartesische Koordinaten: P(z, y, z)
Kugelkoordinaten: P(r, 6, ¢)

r = rsinfcoso
= rsinfsing
z = rcosb

Bahn:

2.2 Geschwindigkeit

Die Geschwindigkeit eines Massepunktes ist die Anderung seines Ortsvektors

m(t) = (Z(t), (1), 2(1))
in einem infinitesimal kleinen Zeitintervall
A7 =7t + At) — 7(t)
A7

Mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall At: F3
Geschwindigkeit v (Momentangeschwindigkeit):

Sl A7 dr .
= lim — = — =7
At—0 At dt

In Komponenten betrachtet:

Vy = d—w—x

T dt

vyooat
dz

’UZ = _——=

—
w
=
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Die SI- Einheit ist 17*.
Geschwindigkeit ist ein Vektor, dessen Richtung durch d¥ = (dz, dy, dz) gegeben ist.
Beispiel: Weg- Zeit- Diagramm einer eindimensionales Bewegung in x- Richtung

dzx

== (11)

Vg

t=to

Steigung der Tangente an der Stelle t = t; entspricht der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt

t = tg. Betrag der Gschwindigkeit
U] = v =y /vZ +vZ+ 02 (12)

Geradlinige gleichférmige Bewegung: liegt vor, wenn

u(t) = d:lit) = ¥y = const (13)

zeitunabhéngig ist. Objekt legt in gleichen Zeitintervallen gleiche Abstédnde zuriick und Rich-
tung der Bahn #ndert sich nicht. Will man den Ort als Funktion der Zeit wissen, so muss
man die seit ¢t = 0 zuriickgelegten Wege addieren.

¢ ¢
. " dr’ L
t)— Ty = /dt'@ = /dt’vo = Dot (14)
0 0
— ’F(t) = 79+ Ut (15)

mit Integrationskonstante 7. In einer Dimension:

x(t) = xo + vyt (16)

Bewegtes Bezugssystem, z.B. laufender Mann auf Waggon:
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System S’ (Waggon) bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit U (t) relativ zum System S
(z.B. Bahnsteig)

Fo= 7 +Ut (17)
7 = v+U (18)
t =t (19

GALILEI- TRANSFORMATION:
e gilt nur fiir kleine Geschwindigkeiten (U << ¢)

e solche gegeneinander mit konstanter Geschwindigkeit U bewegte Systeme heiflen INER-
TIALSYSTEME

2.3 Beschleunigung

Wenn sich die Geschwindigkeit eines Korpers zeitlich dndert, spricht man von einer BE-
SCHLEUNIGTEN BEWEGUNG. Die Beschleunigung ist definiert als Anderung der Geschwin-
digkei in einem infinitesimal kleinen Zeitintervall.

AV d [(dr v -
a == 1 _— = — _— = — = r 2
“T Ao dt  dt (dt) a2 ~ " (20)

2.3.1 Gleichférmig beschleunigte geradlinige Bewegung

—

Gleichférmig beschleunigte geradlinige Bewegung liegt vor, wenn @(t) = @y = const zeitun-

abhangig ist.
P dr*
. } a7 1o | ar
o(t) /dt ok /dt dp = [dt]o (21)
0

0
= i(t) = U(t=0)+dot (22)
¢ ¢
— /d’F 1/ — -
(t) dt i dt' (v + dpt) (23)
0 0
1
= ’F(t) = 79+ Upt + 560152 (24)

Integrationskonstanten: vy ist Anfangsgeschwindigkeit und 7 ist Bahnpunkt zum Zeitpunkt
t = 0. Wenn dy = 0 = geradlinige gleichférmige Bewegung

Beispiel: freier Fall mit horizontaler Bewegung
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Hahe h

~

¥,

0 g
U= Vo a= 0 (25)
0 0
Zuriickgelegter Weg in x- bzw. y- Richtung
1
z = 3 gt? (26)
y = ot (27)
: Rechweite: yg. Mit x = h folgt fiir die Zeit bis zum Aufschlag:
2h 2h
t= — = Yo = Vo — (28)
g g
Bahnkurve: 1
tzgéx—f%y%\»ycx\/% (29)
Vo 2 0
Vektoriell ausgedriickt:
39t° gt 9
7(t) = vot —dt)=| vo | —dl)=| 0 (30)
0 0 0

2.3.2 Kreisbewegung

Gleichférmige Kreisbewegung: Betrag der Geschwindigkeit ist konstant, aber die Richtung
andert sich sténdig.

e

Einheitsvektor ¢ in Richtung der Tangente

oty = wt (31)
Ut +At) = vi(t+ At) (32)
i =1 (33)
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A
Ki =7, As = A¢R, (Bogenmaf) (34)
Bemerkung:
Grad Bogenmaf Kreisbogen
Ap —  Apm 2rRE2

Betrag der Geschwindigkeit
ds Rdp  _do

do . .
wo= heiflt KREISFREQUENZ (36)
vl = 27R = RwT (37)
27
= — 38
= w T (38)
Wie verhélt sich die Beschleunigung?
v d , dv, dt
a t = — = — t = —t _—
W=F=a" =@ Vit (39)
~

Anderung der Richtung

a steht senkrecht auf ¥ bzw. ¢, weil z.B.
—t?=2— =0=dt L1 (40)

Der Vektor di zeigt zum Mittelpunkt der Kreisbewegung. Einheitsvektor in diese Richtung
ist 7. Betrag von df bzw. Ai?
Al ~ Agli] = Ag (41)

Damit kann man Af als Vektor in Richtung Kreismittelpunkt ausdriicken:

) Al A
At =~ ADn — N— 42
t T AT A (42)
At do. diy ,

At —0: —

o o e p 2s 2
il = g = &= vwi Rw*n w’R (43)

Beschleunigung zeigt bei Kreisbewegung immer zum Mittelpunkt des Kreises.

Alternative Betrachtung:

3 Rcoswt [ —Rwsinwt
r= ( Rsinwt ) U = ( Rw coswt ) (44)
_— —Rw?coswt \ o
@ = < — Rw? sin wt > =Wk (45)
Lineare harmonische Schwingung:
x(t)
ot

lJ|.‘=I

. . nd = . — 2 .
Fazit: Beschleunigungsvektor @ = —w? R mit |@| = Rw? = % heifit ZENTRIPEDALBESCHLEU-
NIGUNG, weil @ zum Kreiszentrum zeigt.
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Zusammenhang zwischen v, w, r kann vektoriell geschrieben werden:
T=0XT (46)

Richtung von oméga ist senkrecht auf der Drehebene. v und & bilden Rechtssystem. v =
omega X 7 Vektor, der senkrecht auf & und 7 steht.

|0] = wR = wrsind = |& x 7 (47)

Bekerkung: Vektoren, die Rotation beschreiben, sind sogenannte AXIALVEKTOREN (Pseu-
dovektoren). Diese Vektoren transformieren sich z.B. bei Punktspiegelung (¥ — —7) anders
als polare Vektoren (z.B. ¥, a)

2.3.3 Die allgemeine krummlinige Bewegung

Im Allgemeinen dndert sich die Geschwindigkeit ¢’ in Betrag und Richtung

7 = ot (48)
o v d, . dv ., dt
~ =~
(%) (%)

(*): Tangentialbeschleunigung a;
(**): Normalbeschleunigung a,, L Us
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3 Die Newton’schen Gesetze

3.1 Kraft

Ursache von Bewegung oder Veformung: Kraft. Auf den Begriffen von Kraft und Masse beruht
die ganze Newton’sche Mechanik.

o Kriifte sind durch Betrag, Richtung und Angriffspunkt charakterisiert

o Kriifte lassen sich z.B. durch die Verformung, die sie an elastischen Koérpern hervor
rufen, messen.

Beispiel: Federwaage

F,= — C Ax (Hook’sches Gesetz) (50)

—
(%) (%)

(*): Riickstellkraft gegen F

(**): Hangt von der Feder ab

3.2 Erstes Newton’sches Axiom (Trigheitsprinzip)

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder gleichformiger geradliniger
Bewegung, falls er nicht durch eine duflere Kraft gezwungen wird, diesen Zustand
zu verlassen

Die Eigenschaft eines Korpers seinen Bewegungszustand nicht zu &ndern nennt man TRAGHEIT.
Das erste Newton’sche Axiom unterscheidet nicht zwischen dem Zustand der Ruhe und einem
mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegten. Die Frage, ob sich ein Korper bewegt, héngt
vom Bezugssystem ab.

3.3 Kraft, Masse und das zweite Newton’sche Axiom

Aktionsprinzip: Die Beschleunigung eines Korpers ist umgekehrt proportional
zur Masse und direkt proportional zur resultierenden Kraft, die auf ihn wirkt:

(51)

E’::

3

Das erste und zweite Newton’sche Axiom koénnen wir als Definition einer Kraft ansehen. Eine
Kraft ist die Grofle, die einen Korper dazu veranlasst, seine Geschwindigkeit zu veréindern
bzw. zu beschleunigen. Wirken mehr Kréfte auf den Korper, so erfolgt seine Beschleunigung
d in Richtung der resultierenden Kraft )", F;. Die TRAGE MASSE ist die jedem Korper inne
wohnende Eigenschaft, sich einer Beschleunigung zu widersetzen.

Definition der Masse iiber die Beschleunigung:

Kraft F wirkt auf Masse m; — messe a;

Kraft F wirkt auf Masse mq — messe as
ai

F =mia; = moag ~ mo = mq— (52)

as

Damit ist Definition einer Massenskala moglich.

PRIMARNORMAL: Platin- Iridium- Zylinder in Paris. Seine Masse betridgt nach Definition

1kg.

Einheit der Kraft: 1 Newton (N) entspricht jener Kraft, die benstigt wird, um einen Korper
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der Masse 1kg mit 177 zu beschleunigen.
Allgemeine Formulierung des Aktionsprinzips: Mit Impuls p’ = mu folgt fiir das Aktionprinzip:

- L dv d, o dp
F—ma—mdt—dt(mv)—dt—p (53)

Dies gilt auch im Bereich relativistischer Massenzunahme

3.4 Drittes Newton’sches Axiom
Krifte treten nur in Kraft- Gegenkraft- Paaren auf (action = reactio)
ﬁ12 = —ﬁ21 (54)

}?:12: Kraft, die Korper 2 auf Korper 1 ausiibt
F51: Kraft, die Korper 1 auf Korper 2 ausiibt

ﬁlg und ﬁm wirken auf verschiedene Korper. Deshalb konnen sich Kraft und Gegenkraft
niemals aufheben. Bei Anwendung des 2. Newton’schen Axioms ist nur die Kraft auf den
jeweils betrachteten Korper heran zu ziehen.

Beispiel: Kriftepaare: G=-G Fy= _ﬁzlv Im Beispiel wird die Gewichtskraft G kom-
pensiert durch die Auflagekraft (oder Normalkraft)ﬁ N -

3.5 Reibung

Reibungskraft entsteht durch die Wechselwirkung der Atome bzw. Molekiile der an sich
reibenden Oberflachen.

3.5.1 Haftreibung

Maximale Haftreibungskraft =
FH,maz = NHFN (55)

mit der Haftreibungszahl py. Fp ist proportional zur mikroskopischen Auflagefliche und
somit zu Fj. Kérper bewegt sich nicht, wenn horizontale Kraft kleiner als Fy ymqq ist.

3.5.2 Gleitreibung
ist die Haftreibungsschwelle iiberschritten, setzt Gleitreibung ein.
Fo=p—GFyn (56)
mit dem Gleitreibungskoeffizienten p. Experimentell findet man:
® ug < pH
o g ist im Geschwindigkeitsbereich 1< bis einge “* konstant.

e g hiingt (wie pgy) von der Oberflichenstruktur und der Normalkraft ab, aber nicht
von der Auflagefliche
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3.5.3 Rollreibung
Fr = prFy (57)
mit Rollreibungszahl g

3.5.4 Stréomungswiderstand

Stromungswiderstand wéichst mit zunehmender Geschwindigkeit an. Oft findet man folgenden

Zusammenhang
Fg = bv”, (58)

wobei b ein formabhéngiger Reibungskoeffizient ist. Dabei ist n oft 1 oder 2. Fiir Autos wird
kleines b angestrebt.

Fallschirmspringer:
F =mg—b?=ma (59)

wird beschleunigt, bis mg = bv?. Daraus ergibt sich eine Endgeschwindigkeit von
v=4/—= (60)

3.6 Das Gravitationsgesetz

Ein Teilchen mit Masse m zieht jede andere Masse mo im Universum mit einer Kraft F an

mymes

F=—y i (61)

r2

Dabei ist 7 der Einheitsvektor von my nach mo und v die Gravitationskonstante mit v =
2

6.673 x 10~ {7

3.6.1 Gravitationskonstante - Cavendish-Exeriment

Drehmoment = Torsionskonstante x Drehwinkel (62)

3.6.2 Fallgesetz

Galilei fand, dass alle Kérper unabhéngig von ihrer Grofle, Form oder sonstigen Beschaffen-
heit beim freien Fall die gleiche Beschleunigung erfahren. Erdbeschleunigung am 50. Breiten-
grad: g = 9.81 7. Gravitationskraft:

— 5 ME
G = myg, 9:7R72 (63)
E
mit Mg = Masse der Erde und Ry = Erdradius. Dies gilt in Ndhe der Erdoberflédche
3.6.3 Aquivalenzprinzip
Annahme: schwere und trige Masse sind nicht gleich.
Kraft, die Gravitation (in Bodenn#he) auf die schwere Masse m; ausiibt:
MEmS
G=v~ (64)
R
Fallbeschleunigung des selben Koérpers wire dann
F G ME mg
g= = e (65)

— ==
my my R% my

Wenn mg eine Eigenschaft von Materie wie Hérte, Farbe, etc. wire — unterschiedliche Erd-
beschleunigung = Annahme falsch
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3.6.4 Schwingendes Fadenpendel

.\

F=mg sing

Wir betrachten einen masselosen Faden. Tangentialbeschleunigung:

2s L P

az = ae? =g (6)
Aus Aktionsprinzip folgt:
d2
mﬂﬁf = —mygsing (67)
Fiir kleine Winkel: sing =~ ¢ (68)
mtld) = —msg¢ (69)
— ¢+ M ggzb = 0 Differentialgleichung (70)
mr l
Ansatz mit Anfangsbedingungen (Beispiel):
o(t) = Acos(wt+9) (71)
Pt =0) = ¢o (72)
Ht=0) = 0 (73)
Das bedeutet hier, dass das Pendel bei t = 0 am Umkehrpunkt ist
= ¢(t) = ¢g coswt (74)
Losung eingesetzt in Differentialgleichung:
—pow? coswt + @% coswt = 0 (75)
mTl
2 msg
= 76
w p— (76)
2 l
T = oo |2 (77)
w ms g

Experiment: mp = m,. Beobachtete Unabhéngigkeit der Schwingungsdauer von der Pendel-
masse nur gegeben, wenn mg = m,. 2= Andert sich um weniger als 1 : 10! fiir verschiedene
Korper.

mr

3.7 Die Kepler’schen Gesetze

Messungen von Planetenpositionen durch Typho und Brahe fithrten Johannes Kepler zu
folgenden empirischen Gesetzen:

1. Die Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen um die Sonne, und die Sonne steht in
einem Brennpunkt der Ellipse
Definition der Ellipse:
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r+1 =2a (78)

e: Exzentrizitét, e = 0 ~» Kreisbahn.

Folge des T%— Kraftgesetzes

2. Die Verbindungslinie zwischen der Sonne und einem der Planeten iiberstreicht in glei-
chen Zeiten gleiche Fléchen

2dA = |Fxdr]=|Fxv|dt (79)
dA
dA
2m— = |Fxp| =cost (81)
dt ——
Drehimpuls

Drehimpulserhaltung

3. Das Quadrat der Umlaufzeit eines Planeten ist proportional zur dritten Potenz der
groflen Halbachse seiner Bahn
T2
— = const 82
- (52)
Dies ist eine Konsequenz des Gravitationsgesetzes: Betrachte Spezialfall kreisformiger
Bahnen (a = r): Aktionsprinzip:

M
2m =m w’r (83)
r ~~
(%)

M;: Masse der Sonne, m: Masse eines Planeten, (*): Zentripedalbeschleunigung. Mit
_ 27 —
w= 7 und r = a:

T2 _ 472

& =00 (84)
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4 Die Erhaltung von Energie und Impuls

Energie kommt in unterschiedlichen Formen vor: kinetische, Warmeenergie, elektrische, etc.
Erfahrung: Energie bleibt in jedem abgeschlossenen System konstant. Im Folgenden werden
2 Energieformen diskutiert: kinetische und potentielle Energie

4.1 Die Erhaltung der Summe von kinetischer und potentieller Ener-
gie

Bahn eines Massenpunktes unter der Wirkung einer Kraft F. Impuls- und Positionsdnderung
im Zeitintervall dt:

dp = Fadt (85)
dr = vdt (86)
Eliminiere dt fiir jede Komponente
Gdp— Fdi = 0 (87)
Mit p = m7 folgt (88)
~d B
P Far = 0 (89)
m
Mit d(pp) = dpp+pdp=2p+dp (90)
~—
p2
v’ 2
d{— | = Fdr= 1
<2m> 7=0 (91)
p? L 5

Definition der kinetischen Energie.

2 .
dl'=d (%) driickt die infinitesimale Anderung der kinetischen Energie entlang des Weges
aus.

dW = FdF (93)
ist die infinitesimale Arbeit entlang des Weges di. Gesamtarbeit W, welche Kraft F léngs
der Bahn zwischen den Punkten 7(¢g) und 7(¢) leistet:

7(t)
W= / Fdr (94)
7(to)

Einheit: 1J = 1N m = 1kam®

S

Beachte: Nur die Tangentialkomponente der Kraft tragt zur Arbeit bei!

Potentielle Energie:

dT —dW = 0 mit (95)
AV = —dW (96)
dl'+dV 0 (97
Einheit wie bei der Arbeit: 1J
Integration dT'+ dV = 0:
p2(7)
2m p2 ’I'_" ~
/ d()—/ Fai = 0 (98)
2m 7o
p2(rH)
2m
P’ P’
7(t) 7(to)
=>TF)+V(EFE)=T(F)+V(E) = E (100)

Summe von kinetischer und potentieller Energie bleibt im Falle konservativer Kréfte konstant
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4.2 Konservative Krifte

Zentralkrifte wie Gravitations- und Coulombkraft nennt man KONSERVATIV, weil die entlang
eines Weges geleistete Arbeit nur vom Anfangs- und Endpunkt, aber nicht vom Weg abhéngt.

F=F# (101)

Dabei ist 7 der Einheitsvektor in radialer Richtung

Entlang der tangentialen Anteile des Weges wird keine Arbeit geleistet!
Fdi = |F||7] cos « (102)

Dabei ist o der Winkel zwischen F und di

2

’Fz K
_ 1 1
W:/FdF:/Frdr:'ymlmg <—> (103)
T2 T1
B

T1

fiir die Gravitationskraft. Nichtkonservative Kréfte sind z.B. Reibungskréfte.

Fazit: T + V nur in konservativen Systemen konstant. Gesamtenergie (thermische, elek-
trische, etc.) bleibt jedoch in jedem abgeschlossenen System konstant
4.3 Zwei Beispiele

Auslenkung der Masse m aus der Ruheposition — Gegen die Gravitationskraft verrichtete
Arbeit

\

|

]
] A
ol J G=mg l

W:/mg'df’:—/mgdz:—mgz (104)
7 0

= Anderung der potentiellen Energie V (z) — V(0) = mgz

T()+ V() =TO) +V(0) = Fyes (105)

T(z)+V(z) —=V(0)=T(0) = FEges (106)

—_ —

%va (2) + mgz = %mvfnw = mgh (107)
=uv(z) = 2g(h — 2) (108)

= Vi = V2gh (109)

= Information iiber die Geschwindigkeit ohne Anwendung des Aktionsprinzips
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Vorzeichenkinvention: Wird Arbeit gegen eine Kraft verrichtet, so nimmt die potenti-
elle Energie zu. Verrichtet die Kraft Arbeit, so nimmt die potentielle Energie ab

Feder: Streckung: Gegen Riickstellkraft verrichtete Arbeit
2
W:/ﬁrdr:—/C(x—mo)dx:—%C(xQ—xo)Q (110)
zo
~ Potentielle Energie —W =V = 1C(z5 — x0)?. Analog bei Stauchung

T 1
Wz—/C’(xo—x) dx=—§C’(a:1 — x0)? (111)

4.4 Potentielle Energie im Schwerefeld, Gesamtenergie und Umlauf-
bahnen

Arbeit um einen Korper der Masse m von der Erdoberfliche zu einem Punkt 7% zu bringen:

I
\Sl

el

Q.

=

I
—

T2
M 1"
%4 —Rg™Fdr =— / ~y f;m =~yMgm L]
Rg Rp Re
1 1
— e (L L 112
g (= - ) (1)
Anderung der potentiellen Energie:
1 1
V(r2) = V(RE) = yMpm (R — ) (113)
E T2

ks Bindungsenergie

r

Oft wird die potentielle Energie auf der Erdoberfliche = 0 gesetzt. V00, = mgRg heifit
BINDUNGSENERGIE. Ist die kinetische Energie eines Objektes auf der Erdoberfliche geringer
als diese Bindungsenergie, so fillt/bleibt Objekt auf/an Erde zuriick/gebunden. Fluchtge-
schwindigkeit:

1 k
smv’ = gmRy = v = \/2gRy = 1.2 (114)
S

Nullpunkt der potentiellen Energie ist auch anders wéahlbar. Oft wird z.B. die potentielle
Energie im Unendlichen = 0 gesetzt. Arbeit um Masse m von oo nach r zu bringen:

W = —’me/idr’:me 11 :’me1 (115)
/2 r o o r
1
V(r) = V(o) =—-yMm- (116)
N——— r
=0
1
~V(r) = f'me; (117)

Beispiel Sonne: Potentielle Energie eines Korpers der Masse m im Gravitationsfeld der
Sonne (Erde, etc.).Ist die Gesamtenergie eines Korpers

M
Eges:T+V:T_’yim>07 (118)
T
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so wird der Kérper nicht gebunden. Ist die Gesamtenergie E,.s < 0 = Korper bleibt im
Schwerefeld gefangen (auf Ellipsen oder Kreisen). Ist Eg.s > 0 = Korper bewegt sich auf
Hyperbelbahn an M vorbei und entfernt sich wieder

4.5 Gravitationsfeld einer Kugelschale und einer Vollkugel

Ist es gerechtfertigt das Gravitationsfeld der Erde fiir » > Rp so zu betrachten, als ob es von
einem Massepunkt mit der Gesamtmasse der Erde im Zentrum der Kugel ausginge? Antwort:
ja

Hohlkugel:

r>R F= —y

(119)
r<R F= 0 (120)

Wenn sich mg auflerhalb der Kugelschale befindet, wirkt die Gravitationskraft so, als ob
die gesamte Masse M’ im Zentrum konzentriert wire. Ist mg innerhalb er Kugel, iibt die
Kugelschale keine Kraft auf sie aus.

i _ M/m[) -
IAVTZT}T>R (121)
5T

Gravitationsfeld einer Kugelschale
Gravitationsfeld einer Vollkugel

U

9=
g= -

M = Gesamtmasse = Summe der Kugelschalenmassen M’

Gravitationsfeld innerhalb der Vollkugel:

M* %71’7’3 7"3
M %’/TR?’ R3 (122)
Gravitationsfeldstarke bei r:
M* M M
g(r) =—v 2 Ve s T Tph TS R (123)

AQUIPOTENTIALFLACHEN: Flichen (mit gleicher) konstanter potentieller Energie im Gravi-
tationsfeld einer Kugel sind konzentrische Kugelflachen um den Mittelpunkt.
Zusammenhang zwischen Kraft und potentieller Energie:

(124)
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4.6 Impulserhaltung und Stof3prozesse

Impulserhaltung ist Konsequenz des dritten Newton’schen Gesetzes F 12 = —ﬁzl
> Fx=0 (125)
ik, itk

Krifte heben sich paarweise aif, z.B. auch beim Stof3

O 2()
F
13 =
N Pl
» z

Am Beispiel zweier Teilchen:

dpy | dps

Fio+Fy = 0«»%4—%:0 (126)
~ %(ﬁl +p2) = 0 (127)
= p1+p2 = const (128)
Allgemein:
N N
Zﬁi =p1+...+pn = Zmi@'i = P = const Impulssatz (129)
i=1 i=1

Dabei ist P der resultierende Implus. Der Gesamtimpuls eines beliebigen Systems von N
Massenpunkten bleibt unter dem Einflufl innerer Krifte konstant. INNERE KRAFTE: Nur
Wechselwirkung zwischen den N Teilchen, keine Kréfte von auflen.

4.7 Stof3prozesse

>; Pi = Gesamtimpuls vor dem Stofi = Gesamtimpuls nach den Stof8

m

ST

Y m,

MU + Mol = my ) + mat (130)

mit ] und ¥4 Geschwindigkeiten nach dem Sto8.

Sonderfall (Zentraler Stof3): Teilchen bewegen sich vor und nach dem Stof} auf der gleichen
Geraden

Was kann man iiber kinetische Energie sagen?

Fall A Kinetische Energie bleibt beim Stofl erhalten

2 2 /\2 /\2
P1 D3 (p1) (P5) ’
2mq + 2ms 2mq * 2mo (131)

Fall B Teil der kinetischen Energie wird in andere Energieformen umgewandelt, z.B. Reibung,
Verformung, ...

2 2 12 12

b1 + by _ (p1) + (p3) +Q (132)

le 2m2 2m1 277?,2

@ = 0: elastische Streuung/Stof}, @ # 0: inelastischer Stof}
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Zum Stoflprozess: Zeitlicher Verlauf der Kraft, die ein Kérper auf einen anderen ausiibt

KraftstoB dp = Fdt

Pe te
~ /dﬁ = /ﬁ(t)dt
ﬁa tﬂ
te
~ i, = /ﬁ(t)dt —< F() > (to — ta) =< F(t) > At
t
Ap a

Ap: Impulsiibertragung, < F(t) >: zeitliches Mittel er Kraft

(133)

(134)

(135)

Beispiel 1 Der vollkommen unelastische Stof3: Koérper bleiben nach dem Stofl aneinander ”kleben”

N mi N
mit =m0 +me¥ ~ 0 = ———§
my + mo

Beispiel 2 Der vollkommen elastische Stof} in einer Dimension
/ /
miv + Moz = M1V + Moy

+ Erhaltung der kinetischen Energie beim elasitschen Stof3

my ma my ma
DUt = ) W)
mq ma
o5 (U% - (0/1)2) = 5 ((0/2)2 - U%)
m m
71(”1 —vp)(v1+vy) = 72(05—”2)(v§+02)
Aus Impulserhaltung
m(vy — v]) = ma(vh — vg)
Divdiere (140) durch (141)
1 1
5(1’1 +vy) = 5(”’2+7f2)
= v —vy = vy —v) = —(v] —v))

4.8 Gesamtimpuls eines Systems mit dufleren Kriften
4.8.1 Massenmittelpunkt

Zi mﬂ:;

MgesTsp = § mgir; ~ T'sp =
P Mges

fiir kontinuierliche Massenverteilung

Beispiel: ¢ = 2

. O0x2m+x1xm 1
Top — ——————— = —I
P 3xm 371

(136)

(137)

(138)
(139)

(140)

(141)

(142)
(143)

(144)

(145)

(146)
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4.8.2 Bewegung des Massemittelpunktes

di., } 45, dp; -
es = eslsp — i = = Fa 14
my MgesUsp E mi—, i (147)

%

> - (113)

g

Ohne duflere Kréfte gilt:

Der Massenschwerpunkt eines Systems von Massen bewegt sich so als ob die Gesamtmasse
im Schwerpunkt vereinigt wire und die Summe aller Kréfte dort angreifen wiirde

4.8.3 Der Massenmittelpunkt als Bezugssystem

Im Laborsystem
miv1 + Motz
Ugp = —————————

(149)
mi + mo

Schwerpunktsystem bewegt sich mit dem Schwerpunkt der beiden Massen. Gesamtimpuls
im Schwerpunktsystem:

i T — Ty (150)
Ty = Tp—Tsp (151)
B, = myily +maiiy = 0= myil; = —mails (152)
=ph = P (153)

Im Schwerpunktsystem ist die Summe der Impulse vor und nach dem Stofl Null. Dies erleich-
tert die Behandlung aller Stofiprobleme.

Stofl zweier beliebiger Massen m; und my: Winkel hingt vom Detail des Stofiprozesses
ab. Bei elastischem Stoff (Q = 0) haben alle Vektoren die gleiche Linge. Nach dem Stof} gilt
wieder pj = —ph.

Beispiel: Elastische Proton- Proton- Streuung. Beide Teilchen haben gleiche Masse = nach
dem Stof} schlieflen die Teilchenbahnen einen 90- Winkel ein. Im Laborsystem bewegt sich
Proton 1 mit der Geschwindigkeit 4+¢ auf ruhendes Proton zu. Schwerpunkt bewegt sich mit

. m17+m6_1

_ _1. 154
Usp om 2" (154)

Im Schwerpunktsystem: Elastischer Zusammenstof3. Beide Teilchen haben in diesem Sys-
tem vor und nach dem Stof} die gleiche Geschwindigkeit

Beispiel: Neutrino (im Laborsystem)
(- Zerfall SHe —S Li+e™ +7 (155)

Ausgangssituation: Ruhender Kern (He) = p' = 0. Nach dem Zerfall: Gesamtimpuls sollte
Null sein, Teilchen miissten in entgegengesetzter Richtung wegfliegen. Wird im Experiment
nicht beobachtet — weiteres Teilchen (Neutrino) muss beteiligt sein

20, +20, — 180° (156)
0, +605 = 90° (157)
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5 Die rotierende Bewegung

Bisher: Massenpunkt auf Kreisbahn. Jetzt: Rotation eines ausgedehnten Koérpers um seine
Achse.

Beispiel: Neutronensterne, molekulare Rotoren, Réader.

Ziel: Rotationsvorgéinge durch die Einfithrung einiger neuer Begriffe {ibersichtlich darzustel-
len

5.1 Drehimpulserhaltung fiir einen Massenpunkt

5.1.1 Drehmoment und Drehimpuls

Newton: F = mi%) (158)

Korper mit Masse m bewegt sich unter dem Einfluf} einer Kraft F mit der Geschwindigkeit

¥ in der xy- Ebene.
dv

PxF=ix m— = M Drehmoment (159)
Betrachte
%(Fxﬁ) = fl—jxﬁJrFx%:Fx%f (160)
=0
~TFxF = %(Fxmﬁ):%i (161)
~M = %E (162)

DREHMOMENT: Vektor vom Betrag rF sin ¢, der senkrecht zu # und F steht

M=7FxF (163)
DREHIMPULS: Vektor vom Betrag rpsind, der senkrecht zu ¥ und v, p steht

L=7Fxp (164)

Bemerkung: Wird der Drehimpuls auf einen anderen Punkt P’ bezogen, so hat er einen
anderen Wert, obwohl Impuls und Richtung des Teilchens unverédndert bleiben.

5.1.2 Die Erhaltung des Drehimpulses beim Wirken einer Zentralkraft

Bei passender Wahl des Ursprungs tritt fiir alle Bewegungen eines Kérpers unter dem Einflufl
einer Zentralkraft kein Drehmoment auf

=

M =7x Fgg =0= L = const (165)

+_B/
~ 7 JErde br
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Beispiel: Rutherford- Streuung
M = #xF=0= L=-const (166)
- 1
Kraft: F = KELCP (167)

Drehimpuls am Punkt A: L = mu,b
Drehimpulserhaltung ist ein weiteres wichtiges Invarianzprinzip der Physik.
(Bisher: Energie- und Impulserhaltung)
5.2 Drehimpulserhaltung in einem System von Massepunkten
5.2.1 Bewegung des Massenschwerpunktes
Ein beliebig geformtes System - ohne duflere Kréfte - kann sich nur um Achsen drehen, die

durch den Schwerpunkt gehen, weil

R (168)

Im linken Fall: auf Lager werden Kréfte ausgeiibt

Sind die Massenpunkte starr miteinander verbunden, spricht man von STARREN KORPERN.
Versucht man einen starren Kérper um eine Achse zu drehen, die nicht duch den Schwerpunkt
geht, dann treten Kriifte auf. Beim starren Korper wird die Translations- und Rotationsbe-
wegung bestimmt durch den Angriffspunkt der Kraft. Kriftepaare Fy und F; bewirken keine
Beschleunigung des Schwerpunktes, aber Rotation. 132 bewirkt Schwerpunktbeschleunigung.

i

\

5.2.2 Drehimpulserhaltung in einem System von Massepunkten

Aktionsprinzip fiir Kérper 1:

. . . . dv

Fl = F12 +F13 +Fth = mldit} (169)
L v
1 X Fy = 71 X Fia+7 x Fis+7 XFfX =" Xmla (170)
- l —' ) = il = [Jext = dq_j’
T9 X F2 = 7T9 X F21 + 7o X F23 + 7o X F2 =179 X mga (171)
L v
T3XF3: 7“3><F31 +’I"3><F32+’I“3XF§X = 3Xm3$ (172)

—

addiere und benutze dasss 131-]- = —F;:

(Fl — 'FQ) X ﬁ12+(F1 — 7?3) X ﬁ13+(F2 — 773) X ﬁ23+z37_‘} X ﬁ;xt (173)
=1

=0 =0 =0

> di;
= > myi x = (174)
j=1

3 3
. d
o DT X P =D miy < (175)
j=1 j=1
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Dies ist fiir beliebig viele Massen N giiltig.
Gesamtdrehmoment und -impuls

N

M o= Y < F (176)
j=1
N

L = myi =i (177)
j=1
S dL

~ M = 7 (178)

Der Gesamtdrehimpuls eines Systems kann nur durch ein von auflen wirkendes Drehmoment
verdndert werden. Wenn keine dufleren Krifte wirken (F_";-”‘t =0)~ M =0= L = const.
Drehimpulserhaltung bei Abwesenheit duflerer Krifte.

Beispiel: Schwerpunktbestimmung

M= "7 xmg=—Gx Y myi=—§xisp Y _ m; (179)
J J J
Definition des Schwerpunktes:
TM;
FSP — M (180)
Zj mj

~> stabile Aufhéngung (= kein Drehmoment!) nur wenn 7sp || §
~» Rezept um Schwerpunkt zu bestimmen

ma
Schwerpurkt

5.3 Der Drehimpuls starrer Korper

Beim starren Korper umkreisen alle seine Teile die Drehachse mit der gleichen Winkelge-
schwindigkeit. Zunéchst beschrieben Rotation einfach symmetrischer Koérper, bei denen der
Drehimpuls parallel zur Winkelgeschwindigkeit steht.

5.3.1 Drehimpuls einer rotierenden Platte

Frage: Wie grof} ist der Drehimpuls L einer Platte, die sich mit der Winkelgeschwindigkeit
w um eine Achse senkrecht zur Platte dreht?

Fiir jedes m; gilt: Da ; x ¥; senkrecht auf der Platte steht, ist L || @. Element m; beschreibt
Kreisbahn:
|7 x ¥j| = rju; = riw, wobei ¥; L 7 (181)

~» Wir kennen Betrag und Richtung von L:

N N
E:ij”f? Xﬁj = ijrf- @ (182)
j=1 j=1
———

=1 Tragheitsmoment
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TRAGHEITSMOMENT fiir eine bestimmte Drehachse: Maf fiir den Widerstand, den ein Korper
einer Anderung seiner Drehbewegung entgegensetzt:

6= Y myr? (183)
L = I3 (184)

Dreht man eine Platte um eine beliebige dazu senkrechte Achs, so ist der Drehimpuls immer
parallel zu &

- dL d , _ dl do  _do
—

=0

dd

¢ ist die Winkelbeschleunigung.

Vergleich: | Drehbewegung lineare Bewegung
7 _ dL o dp
M = G F=3
L=1I& p=mu
~ B S 4w
M=1% F=m%

5.3.2 Drehimpuls eines rotationssymmetrischen Koérpers...

.. am Beispiel eines Kinderkreiseln, der sich um seine vertikale Symmetreachse dreht. Zu

jeder Teilmasse m; am Ort 7; gibt es aufgrund der Symmetrie eine Teilmasse m} am Ort
F}. Die beiden lassen sich durch Drehung um 180° ineinander iiberfithren. Beitrag der beiden
Massen zum Drehimpuls:

-

Lj = ijj X ’l_fj + m;f; X ’U; (186)
mit ¥; = —; und m; = m/ (187)
~> Ej =my (7?] — 7:;) X ’17j = QTTLjﬁj X ﬁj (188)
Betrag des Drehimpulses:
2my | By x ] = 2m; Ryv; = 2m; R (189)
~» Gesamtdrehimpuls durch Summation iiber alle Massen:
N
L=) mjRw (190)
j=1
——
I

Wenn sich ein rotationssymmetrischer Korper sich um seine Symmetrieachse dreht, so sind
L und & parallel.

5.3.3 Berechnung des Tragheitsmoments

N .
I= Zmﬁ? Ubergang /r2 dm (191)
j=1

dm

e Vollzylinder: Dichte p = 7, dm = pdV = p2mrdrl

R
4
~ 1 = /r2 dm = /p27rl7’3 dr = QWleT (192)
0
I N S 2
= TRplR* = —Mmyges R (193)
2 TP 2

=Mges
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e Hohlzylinder:

Rq
1
I = /7’2 dm = /pl27rr3 dr = 27Tpl1 [1"4] Z?
R;
1 4 4y _ 1 2 2 2 2
= §7TPZ(Ra - Ry) = 5 m(R; — RY)pl(R; + 1Y)
—— ———

Mges

1
= §mgeS(Rz‘2 + RZ)

Bemerkung: R, — R, = I = mgeSR2

a

5.3.4 Steiner’scher Satz

26

(194)

(195)

(196)

ist das Tragheitsmoment des Zylindermantels

Oft benotigt man das Tragheitsmoment I um eine zur Schwerpunktachse im Abstand R

parallele Achse:

I = Zm]]_Zm](R—FTgJ)
= Zm]R2+ijréj+2Zm]Rrgj

%/—/%/—/

Mges R? I

= mgest +Is +2R’ij7z‘sj
J
—_————

X7sp=0

Drehachse

Dabei ist Iy das Trégheitsmoment um die Schwerpunktachse. STEINERSCHE SATZ:

I =myesR*+ I

5.3.5 Drehimpuls eines beliebig geformten Koérpers
Bei den bisherigen Beispiclen galt, dass L || &. Einfaches Gegenbeispiel:

=
—

L = m 7V +maory X Ua; U] = —Ua, 1 = —T5

~s L steht senkrecht auf 7; und U; ~ Winkel zwischen L und & betragt 90° — a.

(197)

(198)

(199)

(200)

(201)

Bemerkung: Der Drehimpuls éndert laufend seine Richtung. AuBere Krifte miissen vom

Drehlager aufgebracht werden.
Fazit: Im Allgemeinen sind L und & iiber den TRAGHEITSTENSOR verkniipft:

L = Iz

I = Lyo 1y Iy

(202)

(203)
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Ableitung:
L= ) miix 0= Y mifi x (& x 7%) (204)
= S my (26— (7, @) =Y m; (rffg - FF) & (205)

mit der Einheitsmatrix E und der Dyade 7;7;. In Integralform:

- / (&~ 7ir) dm (206)
(> +y*+2*) = R (207)
R 0 O xr XYy T2 y? + 22 —zy —xz
0 R O |—| yvr yy wz = —yr 2?4222 —yz (208)
0 0 R 2T Y 2% —zx —zy  x? 9P

I, ist dann [ (22 + 22) dm.

Man kann zeigen: Fiir jeden noch so komplizierten Korper gibt es genau 3 aufeinander
senkrecht stehende Drehachsen, die sich dadurch auszeichnen, dass bei einer Rotation um
diese Achsen L parallel zu & ist — HAUPTTRAGHEITSACHSEN:

) I, 0 0
i=[ o 1, 0 (209)
0 0 I.

5.4 Die Energie eines starren Rotors

Kinetische Energie eines Korpers, der sich fortbewegt und gleichzeitig um seinen Schwerpunkt
um eine Haupttrigheitsachse rotiert (L || &)

T S () i (L) (210)
2 "\ dt 2 "\ dt !
-\ 2 9 -
1 dR 1 dr; dR dr;
= 32 m (t) T2 m <dt> M (211)

—1 72 — 2,2 _
2MgesV3, zzimﬂ}‘*’ :%%E myT;
7
—_———
=0
1 9 1.5
-T = imgesUSpJFiIW (212)
—

() (%)

(*): kinetische Energie des Schwerpunktes, (**): Rotationsenergie des Schwerpunktes
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Beispiel: rollender Zylinder. Schwerpunktsgeschwindigkeit vs = Rw
zuriickgelegter Weg s = R¢p = Weg, den der Schwerpunkt zuriickgelegt hat

_ds @_

= _ple_ 213
= il o Rw (213)
Mit v¥ = 0 und Energieerhaltung:
1 1 1 1 02
mgh = §mv§ + §Iw2 = imvg + 5]% (214)
2gh
vy = | —— (215)
. 1, 4
Vollzylinder I = §mR ~ Uy = ggh (216)
Zylindermantel I = mR?~ v, = \/gh (217)

5.5 Der symmetrische Kreisel

Rotationsbewegung von starren Kérpern um freie Achsen. Ist im Schwerpunkt gelagert. Kein
Drehmoment greift am Aufstiitzpunkt an.

5.5.1 Kriftefreier Kreisel

M== 218
o (218)
Kraftefreier 5 Wi
Kreisel a Schwerer
M=0 Kreisel
SP
M=+0 mg

Versetzt man den Kreisel so in Rotation, dass er um seine FIGURENACHSE rotiert, dann liegt
auch L in Richtung von w und §. Stért man die Parallelitéit von & und 8, z.B. durch Schlag,
so bewegen sich § und & auf Kegelménteln um die raumfeste L- Achse — NUTATION
5.5.2 Der Kreisel unter dem Einfluss eines Drehmoments
~ fithrt zu PRAZESSIONSBEWEGUNG senkrecht zu K und g.

dr

dt

R M

ﬂ 60 L

von oben;

R L
L(trdt) i
Ly sl
da M L L steht auch dL L L ~ Betrag von L #ndert sich nicht. L beschreibt eine Kreisbahn
mit Frequenz

M = (219)

dL do

—~—
Wp
M
ow, = X (221)

Beispiel: Kinderkreisel. Drehimpulsachse weicht wieder in Richtung des Drehmoments aus:
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dL = Madt

e dL steht senkrecht auf L ~» |L| bleibt konstant

29

(222)

e dL steht senkrecht auf mg, d.h. dL bewegt sich in einer horizontalen Ebene ~» Endpunkt

von L beschreibt Kreis ~» Prizessionsfrequenz

%—Lin @
a U Y
~—

Rmgsinae  Rmg
a4 wp = " =
Lsina L

Lt/

(223)

(224)

BEISPIEL: Kreiselkompass: Beim gefesselten Kreisel wird die Drehachse A mit Erdrotation
mitgefithrt ~ bewirkt Drehmoment in Zeichenebene ~» Figurenachse dreht in Nord- Siid-

Richtung

5.6 Die kleinste Einheit des Drehimpulses in der Natur

Quantenmechanik: Drehimpulse kénnen nur in halb- und ganzzahligen Vielfachen einer
fundamentalen Grundeinheit auftreten. Grundeinheit des Drehimpulses ist die PLANCKSCHE

KONSTANTE )
h k
= o =1.054 10734200
2m 52
Beispiel: Wasserstoffatom
[F| = mld
1 €? v2 | 3
——— = m— |x7r
47eq r? r
1 1 L? 2R
~r er = mQUQTQfozn ,yn=1,2,...
47eg m m m
2h24
Tn = nigreo = ner mit rg = 0.529 x 107 1%
me
Kinetische Energie:
1 1 €2
T =-mv* = —
2mv 4dmeqg 2r
Potentielle Energie:
- 1 e?
 dwey 1
~» Gesamtenergie:
1 €2 1 e? 1 €2
E=T+V = — — = h
+ dmeg 2r  4dmeg T 4meg 21
Setze erlaubte Werte r = r,, ein:
me* 1 1
E, = — —— =R, —, R, =13.6eV =217x10"'%J
2(4mep)?h2 n? Y2 Y ¢ *

Dabei ist R, die Rydbergenergie.

(225)

(226)

(227)
(228)

(229)

(230)

(231)

(232)

(233)
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5.7 Scheinkrifte im rotierenden Bezugssystem

In einem beschleunigten Bezugssystem gilt das Newton’sche F = md nicht mehr. Ruhender
Beobachter auflerhalb des Zuges: Passagier bewegt sich gleichformig geradlinig weiter.

reibungsfreie
Chberflache

nichtangeschnaler
Passagier

Angeschnallter Passagier im Zug: Beobachtet, dass Passagier links aus dem Zug gezogen wird.
Diese Scheinkraft existiert nur fiir Beobachter in beschleunigten Systemen.

leadsto In rotierenden Bezugssystemen muss man 2 Scheinkréfte einfithren, um die Newton-
schen Kréfte zu "retten”.

Betrachte 2 Bezugssysteme (x, y, z) und (x’, y’, z’) mit gemeinsamen Ursprung. Das System
(x', ¥, z’) rotiere mit konstantem w um eine Drehachse durch den gemeinsamen Ursprung.
Der Massepunkt kann in beiden Systemen beschrieben werden, wobei gilt 7= 7. &, 9, 2 sowie
#', ¢, 2’ sind Einheitsvektoren der beiden Systeme. Und mit ¥ = 7 folgt fiir die Bewegung
eines Massepunktes:

() +y®)g+2()2 =2 ()3 + v ()7 + 2(t)2 (234)
Ableitung nach der Zeit:
de . dy. dz

L de dy. dz 235
v a’Tal T a” (235)
. d’z . d*y. d’z .
T= ettt et (20)
(237)
B o', oy, de . didyd¥
_oda L, oy, dY da’ Ay A2 238
v PR T R T R T TR (238)

Sl
I

?a Py d2zu/+2(dx’d:ﬁ' dy' dj’ dz’dé’)

ar ar @ 2
azt + dt dt " dt dt " dt dt (239)

aw? Tt

!

a

N xld2i./ N ,d2gl N Zld221
az "V T e

()

a' = Beschleunigung im (x’, y’, z’)- System. Beschleunigung im rotierenden Bezugssystem
unterscheidet sich vom nichtrotierenden durch 2 zusétzliche Terme ~» Schreinkréfte.

Wir benétigen noch: zeitliche Ableitungen der Einheitsvektoren ~» Siehe Kreinsbewegung;:

du

= = @xd (240)
di
ditt = |U| = wusiny (241)

Betrachtet man stat 4 Einheitsvektor &’ und Vektor dd—”i/, so kann man schreiben:

d/\/

dii = Gxa (242)
d2A/
CY _Gx(@x ) (243)
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Damit konnen wir (*) umformen:

di' |, dy ., d
i = @423 x (;x + d%g’ + dztz) + (2@ % (@ x ) (244)

3

v
+Y(@x (@ x§) + (@ x (& x 2)))
= d+20x 0 +3x (3% (22 +y'§ +2'2)) (245)

=

7

=d = d+20x0+dx (@x7)

Wirkt auf einen Koérper der Masse m im System (x, y, z) eine Kraft F = md, so stellt ein
Beobachter im rotierenden System (x’, y’, z’) eine Kraft

F'=md =F - 2m(@ x ) —m& x (& x i) (246)

Coriolis—Kraft Zentrifugalkraft
Corioliskraft F’ tritt nur auf, wenn sich ein Korper im rotierenden System bewegt.

Beispiele: Corioliskraft
e Faucault’sches Pendel

e Drehsinn von Tiefdruckgebieten:
Corioliskraft lenkt Winde auf der Nordhalbkugel nach rechts, auf der Siidhalbkugel
nach links ab ~» auf Nordhalbkugel wird ein Tiefdruckgebiet linksdrehend auf der
Stidhalbkugel rechtsdrehend umstromt.
Annahme: ¢ horizontal in Richtung Norden

F' = —2m(w, x¥) (247)

C

Alle horizontalen Bewegungen auf der nordhalbkugel fiihren zu einer Rechtsablenkung.
Betrag der Corioliskraft ist parallel zur Erdoberfliche

Fl = —2m(@ x @) (248)

~ F, = 2mw, sinay (249)

mit der geographischen Breite o
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6 Schwingungen

6.1 Freie ungediampfte Schwingungen
Hook’sches Gesetz:

d?z
F = —-Cz=m—=
dt?
0
Ruhelage
z=0
ey Z2=2Z;
4

Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung;:

z(t) = Acos(wot + ¢)

z(t): Auslenkung zut Zeit ¢, A: Amplitude, wot: Phase, ¢: Phasenwinkel
Der genaue zeitliche Verlauf von z(t) wird durch die Anfangsbedingungen festgelegt.

32

(250)

(251)

(252)

Beispiel: m wird nach unten ausgelenkt und zum Zeitpunkt ¢ = 0 losgelassen ~» z(t = 0) =

zund E(t=0)=0

Acos¢p = =z
~ ¢ wodAsing = 0
A = Al

Erst aus den Anfangsbedingungen ergeben sich spezielle Werte fiir A und ¢.

Beispiele fiir harmonische Oszillatoren:

dit?

e Torsionspendel

ANANNNNY

<«— Faden
NNAN

M= @ =ta~ 1w
d26
I—— = -D
dt? ¢

d’¢ : /D
IW—FD(;S = 0 mit wy = T

Riickstellmoment Mpr = —D¢, D: Torsionskonstante

2
PO =0, = ¢¢ — o cos(wt + 0)

2
dL _ dw _ &%

(253)

(254)

(255)
(256)

(257)
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6.2 Freie gedampfte Schwingung

In 6.1 hatten wir keine Reibung bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen beriicksichtigt.
Reibungskrifte wirken der Richtung der Geschwindigkeit entgegen und sind oft proportional
zur Geschwindigkeit (z.B. bei Fliissigkeiten)

Fr = —~¥, ~: Reibungskoeffizient (258)
Fiir unser Federpendel ergibt sich dann
dz? dz
= —Cr-~= 2
mos Cz T (259)
d’z v dz C
TS Mol = 0 260
T mat T m (260)
w2
0
Bewegung des geddmpften harmonischen Oszillators
A’z vy dz 9
i e = 261
dt2+mdt+woz 0 (261)
~ z(t) = Ae Plcos(wt + ¢) (262)
d
d—i = —BAe P cos(wt 4 ¢) — Ae Plwsin(wt + ) (263)
d?z _ _ .
e (% Ae™P cos(wt + ¢) + 26AePlwsin(wt + ¢) (264)
—Ae Pt cos(wt + )
eingesetzt in Differentialgleichung:
Ae™P" (82 cos(wt + phi) + 2Bwsin(wt + ¢) — w? cos(wt + ¢))
—%B cos(wt + @) — %w sin(wt + @) + wi cos(wt +¢) = 0 (265)
AePt (cos(wt + ) [62 —w? - 76 + wg} + sin(wt + ¢) [2,6’w - ’yﬁw}> = 0 (266)
m m
Gleichung kann fiir alle Zeiten nur gelten, wenn |[...]- Terme 0 sind
~ L = 98 (267)
m
F-w~ Ly = 0 (268)
N
2432
—w? = w3 (269)

Die Kreisfrequenz der gedampften Schwingung ist kleiner als die der ungeddmpften. Abhéngig
von der Diampfung der Schwingung (Parameter 3) kénnen 3 Fille unterschieden werden.

1. B <wp~ w > 0: geddmpfte Schwingung

2(t) = Ae Pt cos (\/wg - 0%t + gb) , w<wy~T>Ty (270)

Schwingungsamplitude klingt exponentiell ab
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2. f=wy~ w=0~ Ae Ptcosp = A'e P!, Es zeigt sich, dass in diesem Spezialfall auch
z(t) = Bte P! eine Losung ist. Beweis: Setze in Differentialgleichung ein. Losung fiir
alle Zeiten t, wen 3 = wy.

2(t) = (A’ + Bt)e P! (271)

APERIODISCHER KRIECHFALL

3. B> wp~ w? <0~ w imaginir. Losung der Differentialgleichung lautet (— Maple)

2(t) = Ay e TPVt | fyo(ZA—VA2 et (272)

Wie kommt man von dieser Losung zu Losungen fiir wg > 3 (Fall 1)?

2(t) = Apefrt 4 Ayeke! (273)
kijp = —B44/B?—uwj (274)
Z(t = 0) = A+ A5 =12 (275)
Z(t = 0) = [Alkleklt —|- Agkgekzt]tZO = Alkl + A2k2 = Vo (276)
i A1 und A2
Vo — ngo
Al = ——— 277
! k1 — ks (277)
Vo — k1z0
Ay = —n—— 278
2 p— (278)
Setze /3% —wi = = iw
ki=-B+7v, ke=-B—7 ki —ka=2y (279)
efit — g=Ftert ekt = e~ Fte=t (280)
Z(t) _ Vo + (ﬂ + ’Y)ZO e—ﬂte'yt Yo — (_6 + 7)20 e—ﬁte—'yt
2y 2y

vt -t Tt ot
= zge P efte ™ + Yo +5 e —°¢ (281)
2 20 2y
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Mit Hilfe der Euler’schen Formeln e** = cos + isin # folgt fiir imaginires v = iw:

€Wt = coswt+isinwt | €t 4 e
e~ Wt = coswt—isinwt } 2 = coswt (282)
2(t) = zoe Pt (COS wt + (Uo - ﬁ) sinwt) (283)
20w W

Fasse Summe von 2 Winkelf}mktionen zu einer Winkelfunktion mit einer Phase zusammen.
Setze Yo — g = —tan¢ = sin ¢

Zow cos ¢
2(t) = 20 P coswt — sin ¢ sinwt
Cos ¢

= 2 b (cos ¢ coswt — sin ¢ sin wt)
cos ¢

= Db cos(wt + ¢) = Ae P! cos(wt + ¢) (284)
cos ¢
~——

A

Energie eines schwachgedimpften Oszillators (w & wy)
Ohne Dampfung bleibt Summe aus kinetischer und potentieller Energie erhalten.

E=T+V = %C(Amphmde)z’ (285)

Bei geddmpfter Schwingung nimmt Amplitude und damit auch die Gesamtenergie der Schwin-
gung ab.

1 1
E = §C' (Amplitude)? = §CA2€_25t = E(t =0)e 27"
—_——
Ae—Ft

— B(t=0)t, 7=

~ 23

Die Gesamtenergie fillt nach der Zeit 7 auf de e-ten Teil ab.

(286)

Der Giitefaktor oder die Giite eines Oszillators: Wichtig auch bei elektronischen An-
wendungen

Gite Q = - _ gespeiclierte Energie . schwach gedéimpfter (287)
im Zeitintervall - abgegebene Energie Oszillator
dE 1 ¢
—— = - Lo e~ 288
dt T \,0./ € ( )
E(t=0)
1 e 1
~-AE = -Ejet— (289)
T wo
Eoe_;
~Q = oo = woT 290
O = Tgefil=® (200)

6.3 Erzwungene Schwingungen

Federpendel wird durch eine periodisch wirkende Kraft auf und ab bewegt

d? d
mﬁj = —Cz-— 'yd—i + Fycoswt (291)
C F
wg = -, 5 = i7 K = 70
m 2m m
d? d
~ %j + 26£ +wiz = Kcoswt (292)

Inhomogene Differentialgleichung.
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Mathematik: Losung der inhomogenen Differentialgleichung setzt sich zusammen aus der
allgemeinen Losung der homogenen Gleichung plus einer speziellen Losung der inhomogenen
Differentialgleichung
Ansatz:

2(t) = Aje Pt cos(W't + ¢') + Ag cos(wt + @) (293)

w': Frequenz der freien geddmpften Schwingung, w: erzwungene Frequenz = Frequenz der
Anregung.

Fiir geniigend lange Zeiten ¢ >> % wird die Amplitude A;e~%* vernachlissigbar klein ~»
Stationdrer Zustand der Schwingung.

Ansatz:
z(t) = Ag cos(wt + @) (294)
Ableitung nach der Zeit:
% = —Aswsin(wt + ¢) (295)
d?z Ao
o = A cos(wt + @) (296)

eingesetzt in Differentialgleichung:

—w? Ay cos(wt + @) — 2Bw Ay sin(wt + ¢) — 2BwAs sin(wt + ¢) + wi Ag cos(wt + ¢) = K cos(wt)

(297)

Anwendung der Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen:
sin(wt + ¢) = sinwtcos ¢ + coswtsin ¢ (298)
cos(wt+ ¢) = coswtcosd — sinwtsin ¢ (299)

und ordnen die einzelnen Terme

coswt (Az(wg — w?) cos ¢ — 2BwAs sing — K) —sinwt (As(wf — w2) sing + 2BwAs cos ¢) =0

(300)
da Losung fiir alle ¢ gelten muss ~ (...) = 0. Also:
Ag(wi — w?)sin ¢ —2PwAs cos ¢ (301)
20w
t = —— 2
~ tan ¢ R (302)
Ag(wi —w?)cosp — 2BwAysing = K (303)
K
— Ay = 4
2 (wg — w?) cos ¢ — 2Bwsin ¢ (304)
K(wi —w?)
~ A 3 =
2080 = () T ) (305
—20wK
2O ) + @) (300
. 28w)?K? + K?(wi — w?)
A2 2 A2 2 _ A2 _ ( 0
3sin” ¢ + A3 cos” ¢ 5 (@2 — P + (280)2)2 (307)
K
~ Ao (308)

V(wg —w?)? + (26w)?

Wenn ¢ und A, die berechneten Werte annehmen, dann erfiillt unser LBungsansatz die Dif-
ferentialgleichung
Frequenzahingigkeit der Phase:

tang = —— (309)
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2
w<<wy: tan¢ ~ ——gw (310)
“wo
2
w>>wy: tang 2 (311)
w

Frequenzabhingigkeit der Amplitude: Amplitude wird maximal, wenn er Nenner Mi-
nimalwert annimmt.

L (@8~ ) + (280)%) ~ s =\ — 2000 (312)

Amplitude fiir w — 0~ Ay = %w% = % Amplitude fiir w — 0o~ Ay — 0

A

Fiir geringe Dampfung ist wres =~ wy

RESONANZKATASTROPHE: Fiir § — 0 geht As bei Resonanz (w — wp) gegen oo.
Fazit: Die Amplitude der erzwungenen Schwingung héngt ab von der

e Beschleunigungsamplitude der dufleren Kraft K = %
e Dampfung 8 = ;.-
e Frequenz der Erregerschwingung w und der Eigenfrequenz wy des erregten Systems

Resonanziiberhéhung fiir schwache Dampfung (wges & wp)

A2(WR68 %A2(w0) _ ng :u)o — (313)
Aolw=0" A,(0) ~ 2wk 25

Anmerkung: Einfachere Ableitung von ¢(w) und A(w) mit komplexem Ansatz

5420 +wiz=Ke™t z=ux4+iy (314)
Lésungsansatz: .
2(t) = Ae™! (315)
mit komplexer Amplitude
A = |A|e" = |A|(cos ¢+ ising) =a+ bi (316)
Ht) = iwAe™! (317)

) = —w?de™? (318)
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Physikalische Losung ist z.B. Realteil von z(t)

—w?Ae™t 4 2BiwAe™t =

Ao K (w§ — w? — 20wi)

Keiu.)t
K (w§ — w? — 20wi)

(wd — w? + 20wi) (Wi — w? — 2Pwi)

a =

~» Amplitude |A] = Va2 +1? =

Phase tan¢ = é =
a

6.4 Gekoppelte Oszillatoren

(wg — w?)? + (26w)?
K(wg —w?)
(W2 — w?)” + (26w)?
—2K fw
(wg — w?)? + (26w)?
K

V(w§ —w?) + (26w)?

2Bw

T2 2
wi —w

38

(319)

(320)
(321)
(322)
(323)

(324)

Spielen in vielen Bereichen der Physik eine wichtige Rolle, z.B. bei Gitterschwingungen im

Festkorper.
Beispiel: Gekoppeltes Federpendel

Im Folgenden: ¢ = ¢; = ¢3, m = m; = mg ~» Differentialgleichung:

mi; = —cx; — cia(w1 — 22)

mi‘g = —CXx9 — 012($2 — :L‘l)

Gekoppelte Differentialgleichung: 1 und x5 tauchen in beiden Gleichungen auf.

Trick: Einfiihrung neuer Koordinaten

o Addiere die beiden Gleichungen

m (,Il + .Z‘Q) = —C(Il + 1‘2)

e Substrahiere die beiden Gleichungen

m(xl — .132) = —C(Z‘l — 1‘2) — 2612(1‘1 — l‘z)

Fiihre neue Koordinaten ein:

g = %(551+$2)} 2mgi = —2cq
QP = 3

Allgemeine Losung:

g1 = Ajcos(wit+ ¢1) mit wy =

g2 = Agcos(wat + ¢2) mit we =

2mgs = —2cq2 — 4c12q2 } mga + (

C
m
c+ C12

mgy + cqu
¢+ 2¢12)qo

(325)
(326)

(327)

(328)

0
0

(329)
(330)

(331)

Definition: Koordinaten, welche Differentialgleichungen unabhéngiger harmonischer Oszil-
latoren geniigen, heiflen NORMALKOORDINATEN. — Mehr in theoretischer Mechanik. Eine
NORMALSCHWINGUNG ist ein Bewegungszustand des Systems, fiir welchen nur eine Normal-

koordinate von Null verschieden ist.
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Riicktransformation (Vereinfachung A, = Ay = A)

T = qutq (332)
T2 = q1— Q2 (333)
cosa+cosfB = QCosa;ﬁcosagﬂ (334)
x1 = A(cos(wit + ¢1) + cos(wat + ¢2))
w1t+¢>1 +LAJ2t+¢2 w1t+¢1—w2t—q§2
= 2Acos 5 cos 5
— 2A4co0s [ + P24 $1 1 ¢2 cos (L9244 $1— 92 (335)
2 2 2 2
Ty = —2Asin Wit P24 b1t 2 sin (2924 b1~ 92 (336)
2 2 2 2
- =

Normalschwingungen:

e Fall g =0:
1
@ = §(x1—x2)=0“f>9€1 = T2 (337)
1
@ = (ot m) =3 =ry = A cos(wnt + 1) (338)

Die beiden Massen schwingen mit Frequenz w; = /- in Phase

e Fall ¢ =0:

G = =(z14+z2)=0~ 21 =—29 (339)

— N =

qo — g(ml — ajz) =21 = —X9 = A2 COS((A)Qt + ¢2) (340)

Die beiden Massen schwingen mit der Frequenz wy = |/ <tz

m

6.5 Parametrisch verstirkte Schwingungen

Durch Energiezufuhr im Rhytmus der freien Schwingung kann Schwingung verstiarkt werden.
Beim Schaukeln: Durch Verlagerung des Schwerpunktes wird die effektive Fadenldnge
gedndert

Beispiel Schiffschaukel: Durch Schwerpunktsverlagerung wird Arbeit geleistet. Beim Auf-
stehen bei ¢ = 0 wird mehr Arbeit geleistet (W = —mgAl) als beim ”in die Knie gehen”
frei wird (W = mgAl cos ¢) ~ geleistete Arbeit fiihrt zu groBeren Schwingungsamplituden.
Bisher:

d2¢
g teto =

2 _
Wy =

(341)

~a O

(342)
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I(t) = I(1— esinwpt) (343)
g 1

Po= L 44
wo [ 1— esin2wqyt (344)

1 2
T = l+z (+2°+...) (345)
wr2 = wi(l+ esin2wot) (346)
& +wi(14esin 2wy t)p = 0 (347)

ez 0 Ny B

()

(*): Anregung mit doppelter Frequenz.
Periodische Anderungen der Fadenlénge [ fiihrt zu periodischen Anderungen der Frequenz
wo. Parameter wi = ¢ wurde MODULIERT — parametrische Schwingungsverstérkung
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7 Nichtlineare Dynamik und Chaos

7.1 Nichtlineare Oszillatoren

Das mathematische Pendel ist nur fiir kleine Winkel ¢ ein harmonischer Oszillator. Die genaue
Differentialglechung war:

ik + wd sin ¢ = 0 mit wi = J (348)
dat? 1
Wir haben die Taylorreihe von
. 1, 1.
51n¢:¢—§¢ +a¢ +... (349)

nach dem ersten Glied abgebrochen und sin ¢ = ¢ gesetzt. Mitnahme des ¢3- Terms fiihrt
bereits zu einer nichtlinearen Differentialgleichung:

¢ 5 1 4

g twie— g 98 =0 (350)
()

Bewegungsgleichung eines anharmonischen Oszillators mit nichtlinearem Term (*). Exakte

Losung fiir Schwingungsdauer T":

. =
—/ (351)
w 3 — sin? gf)maz) sin? X

sin ( 2
_ (‘5)
X = sin<¢"éal') (352)

Elliptisches Integral 1. Art
2w

To=— 353
0= (353)
Schwingungsdauer des harmonischen Oszillators, unabhéngig von der Amplitude.
Fiir nichtlineare Oszillatoren wird die Schwingungsdauer von der Amplitude abhéngig!
Weiteres Beispiel: Auch Hook’sches Gesetz ist nur fiir geniigend kleine Auslenkungen
giiltig ~ Wenn Riickstellkraft nicht mehr linear ist (bisher: F' = —C'Az), wird auch hier die

Frequenz von der Amplitude abhéngig.

7.2 Potentielle Energie: Harmonische und anharmonische Oszilla-
toren

7.2.1 Potentielle Energie des Fadenpendels

b+ wi sin ¢ =0 Exakte Differentialgleichung (354)

b+ wie =0 Differentialgleichung fiir kleine ¢ (355)

V =mgh = mgl(1 — cos¢) ~ mgl3¢® Potentielle Energie (356)
E-
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Maximale Auslenkung bestimmt durch Gesamtenergie £ = T+ V. Fiir £ = F; ist Oszillator
harmonisch, fir E = F, ist Oszillator anharmonisch / nichtlinear.
Riicktreibende Kraft: F' = gradV/

e Fiir harmonische N&herung:

v d 1
F = —-— = — — Z? = —
T R <m912¢ ) mgeo (357)

e Fiir exakte potentielle Energie:

av d
F= T T4 (mgl(1 — cos ¢)) = —mgsin ¢ (358)
Eine quadratisch ansteigende potentielle Energie ist mit einer Kraft verkniipft, die linear mit
der Auslenkung der Masse anwichst. Eine symmetrische, parabolisch anwachsende potentielle
Energie ist fiir viele physikalische Systeme eine gute Ndherung.

7.2.2 Magnetoszillator: Beispiel fiir anharmonische potentielle Energie

Anharmonisches Potential ~» w bzw. T' des Systems hingt von der Amplitude der Auslenkung
ab

7.2.3 Potentielle Energie eines Duffing- Oszillators

Modellsystem, das, angetrieben, ausgepriagte chaotische Dynamik zeigt. Beriicksichtigung
eines Kraftarmes, der proportional zur dritten Potenz der Auslenkung ist, also riickstellende
Kraft der Form

F=-Cx—ex? (359)
~» zugehorige potentielle Energie
L, o, 1 4
Viz) = §C’x + 1% (360)

Bemerkung: Wird auch im Praktikum untersucht! Ein interessanter Fall ergibt sich fiir
Cr <0 und e > 0:

1 1
V(z) = Ze/az:4 ~3 |C1| 2* (361)

Doppelmulenpotential
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7.3 Resonanzkurve nichtlinearer Oszillatoren

Mit ¢ = wg und € = —%wg’ und z = ¢ entspricht die Differentialgleichung des Duffing-

Oszillators der eines mathematischen Pendels in der Ndherung sin ¢ ~ ¢ — %(ﬁ?’. Wie sieht
Resonanzkurve aus, wenn das System von auflen angetrieben wird

i =—2B% —wj (x — e/z®) + k cos(wt + ¢) (362)
Bemerkung Hier steckt die Phase ¢ im Antrieb und nicht im Losungsansatz!
cos(wt + @) = coswt cos ¢ — sinwt sin ¢ (363)
Mit kcos¢p = H und ksing =G
2

~ G = =207 — wir — etwda® + H coswt — Gsinwt (364)

Bemerkung: k = VH? + G2

Duffings Idee: Iterative Losung. Starte mit geratener Losung xo(t) und setze diese auf der
rechten Seite von Gleichung (364) ein, usw. Nach n Iterationen z(t) ~ x,(t)

Die harmonische Lésung: Geratene Losung

zo(t) = Acoswt (365)
— eingesetzt in rechte Seite von (364)
i1 = 2BwAsinwt — wi A coswt — elwi A® cos® wt + H coswt — G sin wt (366)

Benutze, dass

1
cos® wt = % coswt + 7508 3wt (367)

ist, und integriere zweimal, wobei Integrationskonstanten = 0 gesetzt werden

1 e A3
~z1(t) = Ajcoswt+ Bysinwt + % 6/6:?2 cos 3wt mit (368)
1 3
1

Bemerkung: Schon der erste Integrationsschritt fithrt zu Termen, welche die dreifache Fre-
quenz enthalten ~» hoheren Harmonischen.

Allgemein: In den stationdren Losungen kénnen neben héheren harmonischen auch subhar-
monische Losunen

== 1
wn = (371)

mit n =1, 2, ... auftreten.

Niherung 0. Ordnung: Annahme, dass die geratene Losung x(t) bereits eine gute Néhe-
rung ist — (Koeffizientenvergleich): Ay ~ A, By = 0. A = A; und B; = 0 und nach H und
G auflésen.

H = (wj-w?’)A+ Zus/cugA3 (372)

G = 20wA (373)
26wA

~tan¢ = ¢ = pe (374)

H (w8 —w?) A+ 2eAs

Aus k = vVH? + G? folgt die Amplituden- Frequenz- Beziehung:

2
~ \/((wg —w?) A+ ie/w8A3) + (2BwA)? =k (375)

A-w kann z.B. mit Hilfe von Maple gezeichnet werden.
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€ < 0: Zwischen w_ und wy existieren drei Losungen von A. Im farbigen Bereich ist die Kurve
instabil und wird nicht durchlaufen!

Man beobachtet BISTABILITAT und HYSTERESE

e Bei Frequenzerniedrigung: A springt bei w_ vom unteren Ast auf den oberen

e Bei Frequenzerhohung: A springt bei wy vom oberen auf den unteren Ast

.

7.4 Der Phasenraum

e DYNAMISCHES SYSTEM (Federpendel, gekoppelte Pendel, usw.) wird durch zeitabhéingi-

ge Groflen , wie z.B. Ort, Geschwindigkeit beschrieben. {&;(t), ..., &nv(t)}. Fiir ein Teil-
chen in drei Dimensionen: N = 6, fiir zwei Teilchen ist N = 12.

Beispiel: Fadenpendel {z(¢), 2(t)} 1D-Problem

o DETERMINISTISCHES SYSTEM: System, dessen Zustand zum Zeitpunkt to durch den
Zustand zu einem friitheren Zeitpunkt ¢; eindeutig bestimmt ist.

Hinweis: DETERMINISTISCHES CHAOS, Gegensatz: STOCHASTISCHES SYSTEM, z.B.
radioaktiver Zerfall

e ZUSTAND, ZUSTANSVEKTOR ist zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ durch

Z(t) = {&(®), -, & (1)} (376)
festgelegt. Zeitliche Anderung dieses Vektors
Z= {él(t>7 s ézv}. (377)

Strebt das System gegen einen zeitlich konstanten Zustand, so muss gelten

—

Z =0~ ATTRAKTOR (378)

e TRAJEKTORIE: Kurve Z (t), welche der zeitlichen Entwicklung des Systems entspricht

o PHASENRAUM: N- dimensionaler Raum, der alle Zustéinde des Systems beinhaltet.
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Beispiel 1: Ungedampftes Federpendel
Zustand Z(t) = {z(t), (t)} = {z(t), v(t)} (379)

Anfangsbedingungen z.B. z(0) = A, 2(0) = 0 = v(0)

2(t) = Acoswot (380)
~ cosPwot = (”ZS)Y (381)
i(t) = w(t) = —Awpsinwot (382)
~ sinfwot = (12;(2))2 (383)

NEOREIIE

Gleichung einer Ellipse

Beispiel 2: Gedampfte Schwingung

2(t) = Ae Plcos(wt + ¢); mit w = /w2 — 32 (385)
3(t) = —ApBe P! cos(wt + phi) — Awe P sin(wt + @) (386)
z(t=0) = A~ ¢ =0 (Anfangsbedingung) (387)
Z(00) = {#(c0), (00)} =0 (388)
T
/
k\
Beispiel 3: Freie geddmpfte Oszillationen im Duffing- Oszillator
i = —20d— wir—ewis?+ K sin_w t (389)
1 -1 1 1 1
10 4
i = fi$+w71x3+sint (390)
10 4

Anfangsbedingungen: x(0) = 0, v(0) = 0 ~» numerische Losung

Wozu Phasenraum betrachten? Bei komplizierten Vorgéngen erkennt man die Periodi-
zitét im Phasenraum einfacher als in 2:(t)- Darstellung. Bei chaotischen Verhalten ist auch das
Bild im Phasenraum komplex. Man benutzt dann POINCAR- SCHNITTE. Poincar- Schnitte fiir
Systeme mit zeitperiodischen Antrieb: Aufnahme eines Zustandes {z;, v;} nur zu bestimmten
Zeiten t; = jT,7j=1,2,..,T = % ~» stoposkopisches Bild des Phasenraumes.

7.5 Chaotische Dynamik

Bewegung eines chaotischen Systems ist nicht mehr periodisch, sondern éndert sich stéindig,
so dass sein Verhalten zuféllig und ungeordnet erscheint. Ein wichtiges Merkmal von Chaos
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ist die extreme Empfindlichkeit gegeniiber einer Anderung der Anfangsbedingungen.
Beispiel 5: Duffing- Oszillator

ISR JE (391)
xr = 10 X 4 .0 S1n

2(0) = 0, v(0) = 0 ~ numerische Losung
Bender- Oszillator (— Tipler)

[\/MA,\H/\ DE/\/‘\“/‘ A/\‘

BRI

2 Amplitudenhdhen bzw. alle verschieden

7.6 Logistische Abbildung und Feigenbaum- Diagramm

”Simulation” des beobachteten komplexen Verhaltens mit einfacher mathematischer Abbil-
dung.
LOGISTISCHE ABBILDUNG (logistic map):

Tnt1 = axy (1l —xy,), =10, 1] (392)

< 7
-

Nach einigen Iterationsschritten findet man in Abhéingigkeit von a stabile oder oszillierende
Grenzwerte x,. x,- Werte entsprechen z.B. den maximalen Amplituden eines nichtlinearen
Oszillators (z.B. Magnetoszillator), a der Frequenz w. Fiir 3 < a < an, oszillieren die Werte
@, zwischen 28 Werten hin und her.

3 <a< 3449... k=1
3449 <a< 3544... | k=2

Die Punkte im Feigenbaumdiagramm, bei denen k£ um 1 erhéht wird, heiflen BIFURKATIONS-
PUNKTE. Mit wachsenden Werten von a wird das Intervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Bifurkationen immer kleiner. Es gilt:

c
Ak = oo = 51 E>1 (393)
Fiir jeden Abstand Ay = ax — ag_1 folgt dann
§—1
Ak, = C(ST (394)
. Qg — a1 .
0 = lim ————— =4.669201609... Feigenbaumkonstante (395)

k—oo Qp—1 — Qg

0 ist universelle Konstante fiir sogenannte UNIMODALE ABBILDUNG. Folge a, konvergiert
gegen einen Grenzwert
Goo = klim ar = 3.5699456 . . . (396)

Ab aso setzt Chaos ein. Obwohl die logistische Abbildung scheinbar nichts mit der Diffe-
rentialgleichung nichtlinearer Oszillatoren zu tun hat, findet man den Weg ins Chaos iiber
Periodenverdopplung und die Feigenbaumkonstante in vielen physikalischen System realisiert.
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8 Mechanische Wellen

Beispiele sind Wasserwellen, Schallwellen, Gitterschwingungen in Kristallen, etc. Wenn ein
schwingender Massepunkt mit anderen Massepunkten gekoppelt ist, kann sich diese Schwin-
gung infolge der Kopplung im Raum ausbreiten. Die einzelnen Teilchen bewegen sich um ihre
Gleichgewichtslage. Dabei wird Schwingungsenergie rdumlich transportiert.

8.1 Beispiel Schallwellen
8.1.1 Ausbreitung einer Stérung
Betrachte einen nach rechts laufenden Puls auf Seil

t,=0 t=t,

ks

y1=F(a1, t1), y2 = F(z2, t2) (397)

Wenn die rdumliche Form des Pulses erhalten bleibt, gilt:

y = F(x — ct) Puls nach rechts (398)
y = f(x+ ct) Puls nach links (399)
y(ze —cta) = y(z1 —0) (400)

8.1.2 Die Wellengleichung

Fiir TRANSVERSALSCHWINGUNG des Seiles (einer Saite)
Niherungen

e Gravitationskréifte werden vernachléssigt
e Kleine Auslenkungen % <1

o Zugkraft immer tangential mit konstantem Betrag

i ——
K x+dx X

7: Zugspannung, TA: Zugkraft, A: Querschnittsfliche

F,=Arsina (401)
Fiir kleine Auslenkungen « gilt:
sina¢ = tana = « wegen Taylorreihe (402)
1
sina &~ a-— 6043 +... (403)
1 oy
t ~ e 404
an o o+ 3 + 9 (404)
dy
F, = AT% (405)
Ofy 0%y
Y9ly  _ gy 406
™ oz e (406)

Auf Massenelement dM = pAdzx wirkt die Kraft

F 2
Fy(z +dz) — Fy(z) = %dw = AT%CIJ’J (407)
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Mit 2. Newton’schem Gesetz:

9%y 0%y 9%y
9%y T 9%y
= =7 409
TS p 02 (409)
Bemerkung: % und % bedeutet nur, dass die Ableitung nur nach ¢ (z = const) bzw. x

(t = const) durchgefiihrt wird. Unser Ansatz fiir den ”wandernden Puls” ist eine Losung der
Wellengleichung;:

y = F(x £ ct) Abkiirzung: x + ct =: a (410)
dy  OF da
0%y 0*F
2 = et (412)
Oy  OF Oa
<~
1
0%y 0*F
92 = a2 (414)
0?F T 9°F
T
~c = - 416
5 (416)

Alle Wellen, die mit der Geschwindigkeit ¢ nach rechts oder links laufen, sind Lésungen der
Wellengleichung. ¢ héngt von Spanung des Seils (oder Saite) und der spezifischen Masse p
ab.

8.1.3 Reflexion von Seilwellen

Was passiert, wenn pulsformige Storung F(x & ct) auf das fest eingespannte Ende des Seils
trifft? Erfilllung der Randbedingung y(x = 0) = 0 durch Uberlagerung zweier Wellen. Uber-
lagerung von F'(z — ct) mit G(x + ct) mit |F| = |G| liefert die gewiinschte Randbedingung!
Die Reflexion am festen Ende fiithrt dazu, dass eine dort eintreffende Stérung mit negativem
Vorzeichen reflektiert wird.

Bemerkung 1: Puls an einem losen Seilende wird nicht invertiert. Die Randbedingung in
diesem Fall
dy(z, t)

In 0 (417)

=0
Bemerkung 2: Bei obiger Betrachtung haben wir das SUPERPOSITIONSPRINZIP benutzt:

Beim Zsammentreffen der Welen addieren sich die Auslenkungen (gilt nur, wenn Wellenglei-
chung linear in der Auslenkung, d.h. F, = Arsina =~ «).

8.1.4 Sinusférmige harmonische Wellen

y(z, t) = Asin (2;(1- + ct)) (418)
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beschreibt eine harmonische Welle, die nach links (*+”) bzw. rechts (*-”) lauft. X ist die

Wellenléinge = Strecke, welche die Welle wiahrend der Schwingungsperiode T' = % = %ﬂ
durchléuft. Es gilt:
¢l = X oder ¢ = \v (419)
-« a‘ >
WELLENVEKTOR k = ZT, WELLENZAHL = 2= = 1: Zahl der Wellentéler oder -berge pro
Léngeneinheit.
Fiir einen Beobachter, der mitbewegt auf einem Wellenmaximum sitzt, ist die Phase
2
7(33 —ct) = kx— wt=const (420)
d (kz — wt) 0 (421)
~y — — =
dt
dx
~ k Y= 0 (422)
—~
dx w C
My S =g Phasengeschwindigkeit (423)
Aquivalente Darstellung:
. (27 :
y(z,t) = Asin (A(x + ct)) = Asin(kx £ wt)
— Asin (271' (; + Vt)) (424)

Bemerkung: ¢ = sqrtT héingt nicht von der Frequenz ab. In diesem Fall zeigt die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit keine DISPERSION.

8.1.5 Reflexion harmonischer Wellen

STEHENDE WELLEN und Schwingungen. Was passiert, wenn die sinusférmige harmonsiche
Seilwelle an einem festen Ende reflektiert wird? Von links einlaufende Welle

y(x, t) = Asin(kz — wt) (425)

wird mit gegenldufiger Welle iiberlagert

Knoten

Asin(kz — wt) + Asin(kz + wt)

A (sin kx cos wt — cos kz sinwt) + (sin kx cos wt + cos kx sin wt))

2Asin(kz) cos(wt) stehende Welle (426)
S——

* *%

<

—~

&
~

~
|

*: Nullstellen bei bestimmten x- Werten: Knoten

*: Nullstellen, die zu bestimmten Zeiten auftreten

Randbedingung bei x = 0 ist erfiillt! Da die Schwingungsknoten und -béuche eine feste Lage
im Raum haben, spricht man von einer stehenden Welle.
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8.1.6 Eigenfrequenz einer schwingenden Saite

Hailt man die Saite bei x = 0 und bei 2 = L fest (y(x =0) =0, y(z = L) = 0), so gilt:

2Asinklcoswt = 0 (427)
~sinkl = 0 (428)
~kL = nm, o n=12... (429)
nm 27
o= Mm_ T 430
2L .
~ X = —, n=12 ... oder mit ¢ = Av (431)
n
Vo= n— (432)
- 2L

Die Grundfrequenz, z.B. einer Gitarrensaite, kann durch die Spannung 7 abgestimmt werden,
und durch Abgreifen am Griffbrett erhoht werden.
Moégliche Schwingungsmoden:

rot: Grundschwingung, Fundamentale, GRUNDTON
blau: 1. Oberwelle, 1. Harmonische, OBERTON
magenta: 2. Oberwelle

Bemerkung: Mit Ton der Tonleiter ist immer die Grundschwingung gemeint. )
Im allgemeinen ergibt sich die Bewegung eines schwingenden Systems (Saite) aus der Uber-
lagerung von Grundschwingung und Oberwellen.

ylx, t) = ZA” coswptsink,x, w, = nwy, k, = nko (433)

n

Die Beimischung vin Oberténen macht die Klangfarbe eines Tones aus.

Bemerkung: Bisher haben wir nur transversale Schwingungen besprochen, d.h. Auslenkung
erfolgt senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Man spricht auch von TRANSVERSALER POLA-
RISATION. Daneben gibt es auch longitudinale Wellen. Massepunkte schwingen parallel zur
Ausbreitungsrichtung ~» LONGITUDINALE POLARISATION

8.2 Schallwellen

In Gasen und Fliissigkeiten existieren nur longitudinale Wellen (keine riickstellenden Kriifte
zwischen den Molekiilen). Kopplungsmechanismen fiir longitudinale Wellen: Lokale Druck-
minima und -maxima und damit verkniipfte Molekiilbewegungen.

8.2.1 Longitudinale Schallwellen in Gasen und Fliissigkeiten

Betrachte eine Fliissigkeits- oder Gasséule z.B. in einer Flote von Querschnitt A. ~» Resul-
tierende Wellengleichung:

9%p 1 0%p

£_-ZF 434

o2 kp Ox? (434)
k: Kompressibilitat, p: Dichte; bzw.

v 1 0%

—=—— 435

o2 kp 02 (435)
Wellengleichungen fiir Druck und Geschwindigkeit. ¢> = 2 = Ausbreitungsgeschwindigkeit

Ep
c longitudinaler Schallwellen. SCHALLGESCHWINDIGKEIT
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Bemerkung: v und p héngen z.B. iiber

v  10p

— = ——— 436
ot p Ox (436)
zusammen. Losungen dieser Wellengleichung sind auch hier ebene Wellen der Form
p(z,t) = posin(kz + wit) (437)
v(z,t) = wgsin(kr + wt) (438)

Schallgeschwindigkeit in Gasen ist von Temperatur und Molekiilmasse abhéngig.
Faustregel: Schallgeschwindigkeit in Gasen ist von der gleichen Groflenordnung wie die
mittlere thermische Geschwindigkeit der Gasmolekiile. Schallgeschwindigkeit in Fliissigkeiten
kann von Temperatur abhéngig sein.

T=273K || Hy- Gas He- Gas Luft
128472 9652 33172

T=298K || Aceton | Quecksilber | Wasser
13787 145172 149772

8.2.2 Stehende Schallwellen

Festlegung einer Randbedingung fiihrt auch hier zu stehenden Longitudinalwellen fiir v bzw.
.
v(x, t) = Asinkx cos wt (439)

erfiillt Radnbedingung bei x = 0; bedeutet, dass Gasmolekiile bei £ = 0 nicht ausgelenkt
werden. — Knoten der Geschwindigkeit: An den Knoten der Bewegung ist p maximal. Um-
gekehrt ist Geschwindigkeit v an Knoten von p maximal. Randbedingung bei z = L: v(L)
maximal

2
«»sink‘L:il«»%L:ng; n=1,3,5,... (440)
Man bekommt auch bei beidseitig offenen Enden stehende resonante Wellen. Randbedingung;:

p(0) =p(L) =0
Anwendung: Flote, Orgelpfeifen

8.2.3 Kugelwellen

Ausgehend von einer ruhenden punktférmigen Schallquelle breiten sich die WELLENFRON-
TEN (Fldchen gleicher Phase) 1SOTROP kugelférmig im Raum aus. Beschreibung z.B. der
Auslenkung der Luftmolekiile

&(x, t) = &o8r) sin(kr — wt) (441)

Annahme: Energie wird von Quelle in alle Richtungen gleichméflig abgestrahlt.
Wenn P die abgestrahlte Leistung ist, dann ist die im Abstand r abgestrahlte Leistung pro
Fléache

. P

<P> <P> _ 1pj

Intensitat I = = =_-= 443
Hhensta Flache 4mr? 2 pc (443)
< P >: mittlere Leistung, pZ: lokale Druckamplitude
, I
Lautstérke 8 = lOlogwI— (444)
0
Io: Intensitdt einer Bezugsschallquelle. Als Iy wird die Intensitat der
.. 1 W
HORSCHWELLE = 107 °— (445)
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bei 1kH z verwendet.

Bei Horschwelle (446)
1
B = 1010g101—0 =0dB (447)
0
. W
Bei Schmerzgrenze bei 1— (448)
m
I

Bezugsgroflen: Akustik: Iy = 1% (bei 1kH z), Hochfrequenztechnik: Iy = 17?”‘/211

30 dB: Verstirkung um Faktor 10°

—30dB: Abschwiichung um Faktor 103

Festkorper, fliissiges Helium (7' &~ 4K): Schallintensitit quantisiert. Schallquanten heiflen
PHONONEN (analog Licht)

8.2.4 Akustischer Dopplereffekt

Wenn sich die Schallquelle bewegt, werden Wellenfronten gegeneinander verschoben. Von der
Quelle in Zeit Ty = 710 zuriickgelegt Strecke:

Azg = y% (450)

Von Wellenfront zuriickgelegt Strecke:

Az = — = \o (451)
2

= Verkiirzung (Verldngerung) der Wellenlidnge A vor (nach) der Quelle:

A = XM= BN gemessene Frequenz: (452)
Vo
c c c 1
v.o= <= Ty u (453)
A Aot Aol
mit ¢ = VoAO (454)
1
_ 455
v WirE (455)
Schallgeschwindigkeit bleibt konstant, wenn Beobachter ruht. Bewegter Beobachter:
cd=ctu (456)
7+7: Bewegung zu Quelle. Wellenlénge bleibt kontant
ctu U
== —u (1£2) 457
v /\0 vo ( C ( )

Unterschied zu elektromagnetischen Wellen: cj;.;; ist unabhingig von Bewegung des
Beobachters — Relativitatstheorie

Uberschallgeschwindigkeit: Quelle eilt Wellenfronten voraus: MACH’SCHER KEGEL
Analog beim Lich: Geladene Teilchen bewegen sich im Medium mit

CVakuum
CVakuum > U > CMedium = T (458)

mit Brechungsindex n = Mach’scher Kegel aus Licht: TSCHERENKOV- STRAHLUNG

8.3 Fourieranalyse, Dispersion und Wellenpakete
8.3.1 Fourieranalyse

Lineraritét der Wellengleichung erlaubt Supersposition von Wellen mit mehreren Wellenléingen
und Frequenzen! Umgekehrt lidsst sich zeigen, dass sich (fast) jede raumlich oder zeitlich pe-
riodische Funktion als Summe von Sinus- bzw. Cosinusfunktionen darstellen ldsst:

y(x) = ap + Z an, cos(nkx) + Z by, sin(nkx) (459)

n=1 n=1



8 MECHANISCHE WELLEN 93

ay, und b, heilen FOURIERKOEFFIZIENTEN von y(x)
Beispiele:

\ N\/“ \:’A\ f \/A\;A\ W

\‘,«/\/} M N‘J \

schwarz: Rechteckfunktion, rot: y(x)

1 1 2
y(:c):sinkargsin3kx+gsin5k:c+...; k=" (460)
a
| )\ \\X\ﬁ( i
rot: 10 Koeffizienten, blau: 4
. 1. 2 . 1.
y(x) = sinkx + 3 sin 3kx + 7 sin 2kx + 750 dkx + ... (461)

Auch unstetige und nicht differenzierbare Funktionen lassen sich darstellen.

8.3.2 Phasen und Gruppengeschwindigkeit

Was passiert, wenn man zwei Wellen mit unterschiedlichen Frequenzen w; und wy (und
verschiedenen Wellenvektoren ki und ko) iiberlagert?

yi(z, t) = yosin(k; — wit) (462)
ya(z, t) = yosin(ke — wat) (463)
y(z, t) = y1+y2 = yo (sin(krx — wit) + sin(koz — wat)) (464)
Aditionstheorem:

sina+sinff = 2Sina;—ﬁcosa;ﬁ (465)
=y(z,t) = 2ypsin(kr — wt) cos(Akz — Awt) (466)

ki1 +k
o= o ; 2 (467)

ki —k
Ak = 2 5 2 (468)
w = DI (469)
Aw = 2 3 2 (470)

B S

Momentaufnahme
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Maxima der ”Einzelwellen” kénnen mit einer anderen Geschwindigkeit laufen als die WEL-
LENGRUPPEN!

Annahme: w(k) # ck = ¢ = ¢(k) ~ Wellen mit DISPERSION

PHASENGESCHWINDIGKEIT: Term sin(kz — wt) beschreibt Trigerwelle mit Wellenldnge A =

2% Frequenz v = 3= und Phasengeschwindigkeit cppose = %
GRUPPENGESCHWINDIGKEIT: Term cos(Akz — Awt) beschreibt Ausbreitung der Wellengrup-
pen. Gruppengeschwindigkeit cgryppe = d‘;’lgf). Falls 2—2’ nur schwach k- abhéingig ist, gilt
w = Cphase(k)k (471)
dw chhase
= CGruppe = % = CPhase T Tk (472)

Die Funktion w(k) (DISPERSIONSFUNKTION) beschreibt das Medium, in dem sich die Wellen
ausbreiten. Medien mit ‘é—‘,‘c’ # const heiflen DISPERSIV. Wahlt man Ak = % grofer (klei-
ner), so wird die Breite Az der Einhiillenden kleiner (bzw. grofier). Wahlt man Aw = 152
groBer (bzw. kleiner), so wird die Breite At der Einhiillenden auf der Zeitachse schmiler
(bzw. breiter).

8.3.3 Wellenpakete und Dispersion

Wasserwellen zeigen Dispersion. Im tiefen Wasser (Tiefe > Wellenldnge) gilt:
2 _ 0,3
w® =gk + pk (473)

mit der Erdbeschleunigung g, Oberflichenspannung ¢ und Dichte p.
Ableitung: siehe z.B. Berkeley Physik Kurs

w f[g o
— 474
CPhase Lk L Pk ( 7 )

dw 1 9+3%k2

CGruppe = % - 2m
P

Nur fiir ¢ = Zk? ist cphase = CGruppe- Kann man auch nichtperiodische Vorgénge iiber
Fouriersynthese beschreiben? Z.B. ein sogenanntes Wellenpaket?

Antwort: Ja, man muss aber ein kontinuierliches Spektrum mit Amplitude A(k) iiberlagern.
Es gilt:

(475)

AkAz ~ 1 (476)

Dies gibt nur die Gréflenordnung an. Je breiter das Spektrum, umso schérfer ist der Puls
(Wellenpaket) im Ortsraum lokalisiert. Analog:

AwAt ~ 1 (477)

Je kiirzer der Puls, umso breiter ist Frequenzspektrum.
Hinweis: Unschiirferelation in der Quantenmechanik.
Bei vorhandener Dispersion verdndert sich die Pulsform im Laufe der Zeit!

9 Die feste Materie

siehe z.B. Kapitel in ”"Physik” von Dransfeld
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10 Fliissigkeiten

10.1 Hydrostatische Kriifte
10.1.1 Auftriebskraft
siehe Lehrbiicher, z.B. Demtroder

10.1.2 Oberflichenspannung

Fliissigkeiten haben eine Art Haut. Driicke z.B. Biiroklammer durch Wasseroberflache.
URSACHE: Wechselwirkung der Molekiile untereinander. Im Inneren der Fliissigkeit isotrop
(in alle Richtungen wirken im Mittel gleiche Krifte auf ein Molekiil). An der Oberfliche
ist die Wechselwirkung anisotrop. Resultierende Kraft nach innen. Oberflichenmolekiil hat
geringere Bindungsenergie (hohere potentielle Energie) = energetisch ungiinstiger. Fliissig-
keiten versuchen ihre Oberfliche zu minimieren ~» Kugelform von Tropfen. Vergréflerung der
Oberfléche ist nur durch Leistung von Arbeit mdglich.

AW =eAA (478)
AW: Anderung der Arbeit, e: spezifische Oberflichenenergie, AA: Anderung der Fliche

i

< |-»| Faden

h

Messung der Oberflichenenergie / -spannung: Gewicht des Biigels: Fy, Abreikraft
beim Herausziehen: Fy ~» Kraft am Rand der Fliissigkeitslamelle.
N F FAhR AW
~> Oberflachenspannung o = % oAR - A4 € (479)
Oberflichenspannung versucht Oberfléiche eines Wassertropfens zu verkleinern ~» Druck p;

im Inneren:
Oberflichenenergie E = odnr? (480)

mit dem Radius 7 des Tropfens. Arbeit, die zur Vergréferung des Tropfens gegen die Ober-
flichenspannung notig ist:

dE
piAV = pdrr?Ar = —Ar (481)
—— dr
Arbeit
* Anderung der Oberfliichenenergie
dE
i Somr (482)
20 o
p; = — Kohiisionsdruck (483)
,
Bemerkung: Bei Seifenblasen gilt
pi =47, (484)

da doppelte Oberfldche.

10.1.3 Benetzung fester Oberflichen

Gleichgewicht zwischen ADHASION(Kraft zwischen Fliissigkeitsmolekiilen und Grenzflichen)
und KoHASION(Wechselwirkung zwischen Molekiilen der Fliissigkeit). Ist die Adhésion grofl
im Vergleich zur Kohision (z.B. H,O auf Glas) ~ Fliissigkeit benetzt Oberfléche.
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——
4--"&‘. st
us
<73

Adhiision klein gegen Kohision (z.B. Hg auf Glas) ~ Steighohe in Kapillare.

N
™ Ll
o> 3
Vertikale Komponente der Oberflichenspannung;:
2nrocosd = mwrihpg (485)
——
2
oh = 209 (486)
pgr

10.2 Krifte in stromenden Fliissigkeiten
10.2.1 Tragheitskrifte in stationiren Stromungen

Die Stromung in Fliissigkeiten ist im Allgemeinen ein schwierieges Problem, das durch die
nichtlinearen NARVIER- STOKES BEWEGUNGSCGLEICHUNGEN beschrieben wird. Lésung nur
fiir Spezialfiille. Hier benutzen wir das Prinzip der Ernergieerhaltung und die Newton’schen
Axiome um einige Aspekte der Hydrodynamik zu beschreiben.

Annahme: inkompressible Fliissigkeit (p = const) ohne Reibung.

Annahme: Stationére Stromung. Stromungsgeschwindigkeit hat an jedem Ort einen zeitlich
konstanten Wert.

In gleichen Zeitintervallen At miissen gleiche Volumenelemente durch Rohr transportiert
werden. ~» Kontinuitédtsgleichung

A1v1 At = A At = Ay = Asvs (487)
Treibende Kraft, die Stromung treibt ist der DRUCKGRADIENT
AV
p PO
dp
F, = —Alp(x)+ %Am‘ — p(x) (488)
dp dp
= —A—Ax=——FA 4
s T \% (489)
Anwendung von F' = ma:
dv
— = F, 490
m— (490)
dv dp
AV — = ——AV 491
" dx (491)
dv dp
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PAscAL’SCHES GESETZ = Newton’sches Gesetz fiir Fliissigkeiten. Um ein Volumenelement
von x1 nach x5 zu bringen muss folgende Arbeit geleistet werden:

T2 T2 d
W = /FgC dx = —AV/ ﬁ de = —AV (p(z2) — p(z1)) = —AV(p2 — p1) (493)

~» Anderung der potentiellen Energie:
A-Epot = Av(pQ - pl) (494)

Potentielle Energie nimmt ab (p2 < p1). Die kinetische Engerie des Volumenelements wird
dabei erhoht:

1
AE, = 5 pAV (v3 —v7) (495)
~ A-Ekzn + AE‘pot = 0 (496)
1
~ iﬂAV (v% - ’U%) = AV(p1—p2) (497)
1 1
5,01;3 +p2 = 51}% + p1 = po = const (498)

Gesetz von Bernoulli, wobei py Druck in ruhender Fliissigkeit.
In jeder stationdren Stromung sind die Orte erhéhter Stromungsgeschwindigkeit Orte ver-
minderten hydrostatischen Drucks und umgekehrt. Messung der Stromungsgeschwindigkeit

1 1
p1+ ipfuf = po+ ipvg (499)
Al’Ul = AQUQ (500)

~» v1 bzw. vy als Funktion von pq, po, A1, As.

10.2.2 Viskositdt und Reibungskrifte

Bisher haben wir keine Reibungskriifte beriicksichtigt. Wenn die Reibungskraft grof3 gegen
die beschleunigende Kraft ist, LAMINARE STROMUNG. Man findet experimentell:

VR

Allgemein gilt fiir die Reibungskraft
dv,(z)
Fr=nA——= 502
r=nA—" (502)

mit der Viskositit 7, [n] = Pa s. Reibung zwischen Fliissigkeitsschichten.

Gesetz von HAGEN- POISSEUILLE: Stromung durch ein Rohr. Welche Konsequenz hat Rei-
bung auf Strémungsprofile bzw. auf transportierte Volumenmengen? Fiir laminare Strémun-
gen (hinreichend kleine Stromungsgeschwindigkeiten) gilt:

Treibende Kraft auf einem zylindrischen Stromfaden:

E, = mr?Ap (503)
Reibungskraft an der ”Wand” des Fliissigkeitsfadens:
dv
Fr = 1]2777"[% (504)
Stromungsgleichgewicht:
F,+Fr = 0 (505)
A
~dv = 2Py (506)
2nl
0 A ri A
«»—/dv - =P Tdr:—p(RQ—r2) (507)
2nl 4nl
v(r) r
A
~*> ’U(T) = —p (R2 — 7“2> (508)
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Gesamte durch das Rohr flieende Fliissigkeitsmenge:

av

1= = (509)
R R

vV = /v(r)t27rr dr = tA4];217r / (R*=r®)rdr (510)
0 0

_ Ap2r [327’2 _ ’A]R _ APy
4dnl 2 41, 8nl
I = il—‘t/ = Ag—ZTR‘l Hagen- Poisseuille (511)

Stokes’sches Gesetz
Betrachte fallende Kugel mit Radius R in Fliissigkeit. Fiir kleine Geschwindigkeiten gilt

Fr = 6mnRv (ohne Ableitung) (512)
71 aus Fallgeschwindigkeit: Ansatz:
Fr+Fa+mg=0 (513)

Magnus- Effekt
Kraft auf rotierenden Zylinder oder Kugeln in Fliissigkeiten und Gasen

T T
#‘i:__/ ----‘-\-H-""\-\.\_-\:\--_-_--"-\—\____ . ,‘_,-":;/ "‘“-H____'_-_-::____
== © + = =
B — -— —
- A R - o - — -

Hohere Stromungsgeschwindigkeit ~» niedrigerer statischer Druck
Kraftrichtung hingt von w ab; punten — Poben > 0

10.2.3 Stromung bei groflen Geschwindigkeiten

Bisherige Betrachtungn galten fiir kleine Stromungsgeschwindigkeiten: laminaren Strémun-
gen. Bei hohen Stromungsgeschwindigkeiten: TURBULENTE STROMUNG. Hinter umstrémten
Korpern kénnen sich Wirbel bilden. Stromungswiderstand bei turbulenter Stromung;:

1
F, = §cprv2 (514)

cyw: Widerstandszahl abhéngig von Form des Hindernisses

Scheibe Kugel Stromungsprofil
Cw =112 | ¢, = 0.5 ¢ = 0.06

Wie grof3 ist der Tragheitswiderstand F,, zur Reibungskraft Fg:

Fy R
w0422 (515)
Fr n

—~—

*

*: Reynoldszahl. Reynoldszahl klein: laminare Stromung

10.2.4 Vom Fliegen

Auftrieb beim Fliegen hat dhnliche Ursache wie Magnus- Effekt. Stromungsprofil um eine
Tragflache kann man sich vorstellen als Uberlagerung eines symmetrischen Stromungsverlau-
fes mit einem Wirbel.

1
Fa=A(p2—p) =50 (uf —u3) Aca (516)



