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1 EINFUHRUNG 2

1 Einfiihrung
o C ist ein Korper
e R C C Teilkorper

e iund 1 bilden eine Basis des R- Vektorraumes C, d.h.: Jede Zahl z € C schreibt sich
in eindeutiger Weise als Linearkombination von 1 und i mit reellen Koeffizienten:

z=a*x1+bximita, beR (1)

Identifiziere daher C mit R? vermdge der Zuordnung C=R?

za+bi<—><(g); 1= 1+0*¢A<

1= O—|—1*i£<

= o O

)
) 0

C: GauB’ sche Zahl; C erbt von R? eine Metrik:

= latoil=|(5 )| = vaTe @)
d(z, w) = |w-—2z| (5)

UCC; f:U — C. f heifit STETIG an der Stelle zyg € U, wenn f als reelle Funktion

stetig ist. Das Paar ( “

b ) reeller Zahlen mit z = a + b hei3t PAAR DER KARTESISCHEN

KOORDINATEN von z.
z lésst sich auch durch sog. Polarkoordinaten festlegen.
Sei z=a+bi#0

r = |z| =+va?+b> = BETRAG von z (6)

0] heiflt ARGUMENT von z (7)

Offenbar gilt: a =7 cos ¢, b = r sin¢
(r, ¢) Polarkoordinaten von z; z = r (cos ¢ + i sin ¢)
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2 Funktionentheorie

2.1 Komplexe Differenzierbarkeit

C = R? (8)
z:a+bi=(g>+<2> 9)
a : C— CC- linear und w = a(1) (10)
=a(z) = a(zxl)=zxa(l) =wz, wenn w = «a(l) (11)

Jede C- lineare Abbildung « : C — C ist von der Form
alz) =wz (12)

mit einer festen Zahl w. Wegen R C C ist die Abbildung o : R? — R? von oben auch R-

linear.
a(<(1)>) = w*l:w=a+bi=<z> (13)
a((?)) w*z’:—b—&—ai:(_ab) (14)

Fazit: Die darstellende Matrix der C- linearen Abbildung a(z) = w z ist

a —b cos¢p —sing
A(b a )r<sinq§ cos @ > (15)

a(z) = Az ist also in diesem Falle eine Drehstreckung.

2.1.1 Bemerkung
Die C- linearen Selbstabbildungen # 0 von C = R? sind die Drehstreckungen, also haben

sie eine darstellende Matrix.
a —b . .
A:(b u )mlta,bER,a—l—bz#O (16)
Erinnerung:

Sei U C R? offen. f : U — R? heifit (REELL) DIFFERENZIERBAR im Punkt p € U, wenn
es eine 2 x 2- Matrix A gibt, so dass fiir die zugehdrige lineare Abbildung A : R? —

R2, ( 2 ) HA( 2 ) gilt:
o(h)

T+ 1) = £() + A+ 6(h) mit Jim S8 =0 (17)
Insbesondere gilt: limp,_,o f(p + k) = f(p), d.h. f ist auch stetig im Punkt p.
A heifit DIFFERENTIAL oder ABLEITUNG von f an der Stelle p. Schreibe fiir A: D f(p)
oder f'(p).
Ist A sogar C- linear, so soll f KOMPLEX DIFFERENZIERBAR heifen.
Definition:
Sei G C Coffen, f : G — C. f heifit in p € G KOMPLEX DIFF’BAR (ANALYTISCH), wenn f in
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p reell diff’bar und A = D f(p) eine C- lineare Abbildung darstellt. D.h. nach Bemerkung
(2.1.1): Es existiert eine komplexe Zahl w := f’(p), so dass

A(j)zszz:m—kyi:(z) (18)

Fo+h) = F0) = )k o(h), fim S —o (19)
& hjéwlio W (existiert) = f'(p) (20)

Daraus ergibt sich eine andere Moglichkeit der Definition von analytisch:

fin p analytisch < lim M

istiert 21
i ] existier (21)

f + G — C heifit ANALYTISCHE FUNKTION auf G, wenn f in jedem Punkt von G analytisch
ist.
Die CAuCHY- RIEMANNSCHE DIFFERENTIALGLEICHUNG f : G — C wird in Real- und
Imaginarteil zerlegt:
fletyi) = uz, y)+iv(z,y) (22)
u,v:G—=R ; wu=Re(f),v=Im(f) (23)

Identifiziere C mit R?:

f:G— R ( 2 ) — ( u(z, ) > mit Koordinatenfunktionen u, v (24)

v(z,y)
Sei zunéchst f in p reell diff’bar. Dann existieren in p die partiellen Ableitungen
ou ou v v
%:um@iy:uy,%:vma—y:’vy und (25)
/ uz(p)  uy(p) )
= 26
f(p) < v2(p)  vy(p) (26)

Nach (2.1.1) gilt: Die zu f’(p) gehérige Abbildung ist C- linear

o ( we(p) -ty (p) > = ( “ _ab ) mit a,b € R. Fazit: (27)

vz(p)  vy(p) b

2.1.2 Satz
Sei f: G — C = R? reell diff’bar im Punkt p € G. f ist analytisch in p

A ug;(p) = Uy(p) und uy(p) = _Uw(p) (28)

(Cauchy- Riemannsche DGLen gelten) Spéter wird gezeigt: f analytisch = f’ analytisch
= {” analytisch, etc.
Insbesondere: f analytisch = Die 2. partiellen Ableitungen von u und v existieren. Mit
Gleichung (28) folgt:

2.1.3 Bemerkung
f G — C analytisch =

Upg +Uyy = Vyg — Ugy =0 (29)
Vpg +Vyy = 0 (30)

Real- und Imaginérteil einer analytischen Funktion sind sog. HARMONISCHE FUNKTIO-
NEN.

Im Folgenden ist G ein Gebiet (= offen und zusammenhéngend).

f: G — R? heiBt LOKAL KONFORM, wenn sie reell diff’bar und winkeltreu (und orientie-
rungserhaltend) ist, d.h.: Df(p) ist fiir alle p € G eine Drehstreckung.

Sei G C R? ein weiteres Gebiet, f : G — G. f heifit KONFORM, wenn f lokal konform und
bijektiv ist.
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2.1.4 Bemerkung
f: G — C ist lokal konform < f analytisch auf G und f/(p) # 0 fiir alle p € G.

2.1.5 Bemerkung

f:G — G konform = f~!: G — G ebenfalls konform.
Beispiele analytischer Funktionen:

6 = = =1 31
f2) = const; /p) =0 )
f) = 22 ) =np, domn 39

Pk = e =3 () =g o) (3)

=0

o)

Jim S = Jim A o(h) = 05(0) =0 (35)

2.1.6 Regeln fiir die Ableitung
1. Seien f,g9: G — C analytisch = f+ ¢, f¢g: G — C analytisch und

(f+9) = f+¢ (36)
(fg)) = flg+fd (37)
Q) - e

2. Sind G1 % G, G > C analytisch, so auch fog: Gy — C
(fog)(2)=f(9(2)d'(2) (39)
3. f: G — G bijektiv und analytisch, f'(p) #0Vp € G

(2$5) ft: G— G analytisch; (f_l)/ (w) = w = f(2) (40)

Aus Gleichung (33) und Regel 2.1.6.1 ergibt sich induktiv:

Polynome f(z) = ap2"™ + an—12""' + ... 4+ a1z + ag sind analytisch auf C und f’(z) =
napz" 4+ ... +as.

Ferner: Rationale Funktionen r(z)

all, wo g(z) # 0 ist, und es gilt ' = f,gg}fg,.

= % mit Polynomen f(z), g(z) sind analytisch iiber-

Tatsachen iiber Potenzreihen:
p(z) = an(z—2)" (41)
n=0
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zg € C (a,, € C, n € N fest)

2.1.7 Potenzreihenkonvergenz

p =supq{|z — 20| | Z an(z — 20)" konvergiert} € RU {oo} (42)

heifit KONVERGENZRADIUS von p(z). Es gilt: Die Reihe p(z) konvergiert auf E, := {z |
|z — 20| < p} absolut und lokal gleichméBig, und sei divergent aulerhalb dieses Kreises.
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2.1.8 Satz

Die Potenzreihen

P() = Y an(z = 20)". Y onan(z —z0)" " Y Sz ) (43)

haben den gleichen Konvergenzradius. Daraus folgt leicht:

2.1.9 Satz

Die Potenzreihe p(z) stellt im Inneren ihres Konvergenzkreises eine analytische Funktion
dar und es gilt:

p(z) = Z nan(z — 20)" "' Vz € E,(20) (44)
n=1
Ferner: ¢(z) ngo nci: T (z — zo)" ! (45)

q(z) ist eine sog. Stammfunktion von p(z), d.h. ¢(z) analytisch auf E,(zy) und ¢'(z) = p(2).
Quotientenkriterium: Sind fast alle a,, ungleich Null und existiert

Qnp

; (46)

q= lim
n—oo

Qp41
so ist p = q.
Hadamard’sche Formel:

1
— = limsup ¥/ |an,| (47)
p
Die elementaren komplexen Funktionen:
1. Polynome und rationale Funktionen sind analytisch (auf C)

2. 37, fl—n, hat nach Quotientenkriterium den Konvergenzradius

p= lim = lim (n4+1) =00 (48)
Also ist die Exponentialfunktion
zZ . . Zn
exp(z) = e := Z ) (49)
n=0

auf ganz C definiert und dort analytisch. Solche Funktionen heiflen GANZE FUNK-
TIONEN

3. Sinus und Cosinus

&S]
Z?nJrl

1 = -t 50
sin z nz:%( ) R (50)
e 42n
cosz = 7Z%(fl) 7(2n)! (51)
sind, wie e*, ganze Funktionen. Einsetzen und Reihenvergleich ergibt:
e = cosz+isinz (52)
e = cosz—isinz (53)
1 . .
= cosz = 5 (e +e7 %) (54)
1, . .
=sinz = % (e —e ™) (55)
i

Mit der Polardarstellung z = r(cos ¢ + i sin ¢) folgt:

z =re'?, |ei¢| =|cos¢+ising| = \/cos? ¢ +sin® ¢ = 1 (56)
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4. Weitere ganze Funktionen sind:

1
sinh z := 5 (e* —e %) (57)
1
cosh z := 5 (" +e77) (58)
2.1.10 Eigenschaften
1.
efeV = etV (59)
Aus (54) und (59) ergibt sich:
2. ) )
cos(z+w) = coszcosw — sin zsinw Additionstheoreme (60)
sin(z +w) = coszsinw + coswsin z
6271'2' — 17 €z+27ri = e (61)
sin(z + 27) = sinz cos(z+2m) = cos z (62)

(Periodizitdt von exp, sin, cos) ergibt sich sofort aus 1. und 2.
Schreibe z = x + iy, =,y € R:

(=)
w

e =e%e” = e%(cosy+isiny) =1

D
>

e*=1,cosy=1,siny=0

~ o~ o~ o~

D D
(SN
NN NN

=4
&S rx=0,y=2mn,ne’
54

z=n2wi,n €7

3. Gliedweises Ableiten der Reihen ergibt:

(€*) =€, (sinz) = cosz, (cosz) = —sinz (67)
4. o
cos? z +sin® z = (cos z + i sin z)(cos z — i sinz) = e"*e™ =1 (68)
fiir alle komplexen Zahlen z.
Vorsicht:
cosiz = coshax — oo fir z — oo (69)
sinix = sinhz — oo firz — oo (70)

Sinus und Cosinus sind als komplexe Funktionen nicht beschrankt

n-te Wurzel: (n > 1, n € Z)
Potenzfunktion f: C — C, z — w = 2"
In Polarkoordinaten (z # 0):

z=re? —w=r" (eid’)n = rei(n®) (71)

ng

Problem: Inwiefern gilt eine ”Umkehrung” der Potenzfunktion?

Definition: Eine n- te Wurzel von z € C ist ein w € C mit der Eigenschaft w" = z.
Schreibe dafiir {/z (nicht eindeutig!). Die n- ten Wurzeln von z sind also die Nullstellen
des Polynoms P(T) = T™ — z vom Grad n. = z hat maximal n verschiedene n- te Wurzeln.
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2=0: ¥Y0=0 eindeutig

z = 1: Die n- ten Wurzeln aus 1 heilen N- TE EINHEITSWURZELN.

Co=1, ¢ =eX™n, .., (g = X" (72)

(G)" =k =1 (73)

:>C0:17<1ac2:<127"°7Ckchv"' (74)

sind die sdmtlichen n- ten Einheitswurzeln. Arg (i = %k, ICk|=1,k=0,...,n—1.

Also liegen die n- ten Einheitswurzeln auf dem Einheitskreis |z| = 1 und bilden ein
reguldres n- Eck.

R n=3 N n=4 N n=6
/1IN N e P
\ ) ) :
/ NN ) \ L AN
Al O\ S L 'y ~N
\\ \ | ‘\\ / A
\ I/ AN / \
[ \ % N | |
7 v TN a5 3 o i
| \ | |
\ / \\ / \
. ~
P
- ~ - R P

Sei jetzt z =7e® £0, r cRy. w = {We% ist eine n- te Wurzel von z, denn

i¢

w":T(eT)n:reM’:z (75)

Ebenso sind (; w, (aw, ..., (p—1 w n- te Wurzeln von z. = {{;w, ..., {,—1 w} = Menge
der n- ten Wurzeln von z

Geometrisch: Die n- ten Wurzeln von z entstehen aus w durch sukzesives Drehen um
den Winkel 27“

Im Winkelbereich $ = {re* | r >0, =X < ¢ < T} mit Offnungswinkel 2 liegen daher
keine 2 verschiedenen n- ten Wurzeln der gleichen Zahl = Die Einschrankung

w— w", se'? — s"eltn

r=n Cx= (5
der Potenzfunktion w — w™ = z ist bijektiv und f(S) = G = {re?® | r > 0, -7 <
¢ < m} = C\ {negative reelle Achse U{0}}. f : S — G ist bijektiv und analytisch mit
fl(z) =nz""t#£0Vze S= f1:G — S ist ebenfalls analytisch mit (f~!(w))" = w,
d.h. f~H(w) ist eine n- te Wurzel von wVw € G.

Definition: f~! heilt HAUPTZWEIG der n- ten Wurzel. Schreibe

Ve=f"'(2), 2€G (76)
In einer Formel: _ y
z=re'? (—mr < p<7); Yz:=Yren €8 (77)

Die sog. NEBENZWEIGE der n- ten Wurzel entstehen aus dem Hauptzweig durch Drehung
um Vielfache des Winkels 27“
Sei S, = €S der um den Winkel %’Tk gedrehte Sektor. Zugehoriger Nebenzweig ist

dann: .
k{/:G—>Sk,ZHe%k%(kzzl,...,n—l) (78)
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SOOI ~ ~ g
DLDDDOOPRDDN G S .
ARRRRRR R R RN N
ARRRRNRT RN NN\
ARRRRRRT RN RN AR
ARRRRRRTRRRNRNRNN AR
SOOI Y > OO\
RRRRRRRTERRRRRRS
ARRRRRRY RN RRNNY
ARR RN RN
ARRRRRR RN
RRRRRRR RN
AN AN

G': "negativ geschlitzte Ebene”
Weitere Umkehrungen von w — w™ erhélt man, indem man den ”Schlitz” woanders setzt:
G={re"|r>0,0< ¢ < 2r}: positiv geschlitzte Ebene

RRRRRRR RS

AR R
R
AR
AR R
ANANERRHARNRNN

re'? {‘/?e%7 mit 0 < ¢ < 27,0 < % < %’r, ist ebenfalls eine (partielle) Umkehrung
der Funktion w +— w".

Der Logarithmus (Umkehrung der Exponentialfunktion)
Betrachte w = e*, wobei z = x + iy mit z,y € R = w = %™ = pe'¥, wobei gilt:

jw| = p(2) = e, b =P(2) = Arg(w) =y = Im 2 (79)

Fazit: e* bildet einen Streifen B = {2 | 2 = 2 + iy, v € R, —7 < y < 7} bijektiv auf
G={w=pe¥ | p>0, -7 < <n} ab.

f = expp:B — G, z— €” bijektiv, analytisch (80)

Fz) = € #£0°%° f71: G — B analytisch (f, f~! konform) (81)
Definition: f~! heift HAUPTZWEIG des Logarithmus (log z)

log: G — B, re'® —log r +i¢ (r >0, =1 < ¢ < ) (82)

Dabei: log r der reelle Logarithmus von r > 0
Ableitung des Logarithmus:

log

A8, o 1= *log’ z = zlog’ 2z (83)

1
= log’ z= 2 (84)

Die Nebenzweige des Logarithmus entstehen durch Translation in y- Richtung um Viel-
fache von 2mi:
log, = log + 2mik, k € Z (85)

Allgemeine Exponentialfunktion: Sei a € G beliebig.

2+ a% 1= 2198 @ igt eine ganze analytische Funktion.

Allgemeine Potenzfunktion: v € C beliebig, G — C, z + 2¥ := ev10g =

analytisch.
v-mal

veN =08zt tlogz_ logz  ogs_ . o, _ v (86)

1 1
y:ﬁ,neN Elogrzlog+WfﬁrreR,r>O (87)
v 1 . ilogrﬁ i
= ZV=ecxp E(logr—&—zqﬁ) =en en =4 Yren =Yz (88)

Hauptzweig der n- ten Wurzel
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Laurent- Reihen als analytische Funktionen:
Bespiel: Fiir z € C, z # 0 konvergiert die Reihe

2 3
1 1/1 1 /1 1
;+§ <z> +§ <z> + ... gegene= —1 (89)

Sie stellt also auf dem Gebiet A = C\ {0} eine analytische Funktion dar.

Allgemeiner gilt: Sei p(z) = Y.~ b,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p, 0 <
p < oo.

Nach 2.1.9 gilt: p(z) ist analytisch auf E, : |z| < p. Sei A : |z| > %. Dann ist

f:AHEp\{O},ZHi (90)

bijektive und analytische Abbildung.

Zusammensetzungen analytischer Funktionen sind analytisch =

2.1.11 Bemerkung

Die Reihe
1 by bo by >~ _
= ==+ =4+.. .. F—=+...= bz " 91
p(f(2)) p<z> Z+Z2+ +z"+ 3:1 z (91)

konvergiert auf A absolut und lokal gleichméfig. Sie stellt dort eine analytische Funktion
dar mit Ableitung

o0

Z —nbyz" "t (92)

n=1

(folgt mit Kettenregel)
Definition: Ein Ausdruck der Form

oo

p)= 3 an(z—z0)" (93)

n=—oo

heifit LAURENT- REIHE um zj (29 € C, a,, € C fest, n € Z)

- 1
Z a_nm = Hauptteil von p(z) (94)
n=1
Z an(z — 29)" = Nebenteil von p(z) (95)
n=0
p(z) = Hauptteil + Nebenteil (96)

Der Koeffizient a_; heifit RESIDUUM von p(z) in 2.

Definition: Eine Laurent- Reihe heifit KONVERGENT, wenn Haupt- und Nebenteil kon-
vergieren. Aus 2.1.11 folgt:

2.1.12 Bemerkung

Sei R = Konvergenzradius von Y~ a,,2" und p = Konvergenzradius von Y~ a_, 2" n,

r= %. Es gelte R > r. Dann konvergiert p(z) auf dem Kreisring A : r < |z — 29| < R und

stellt dort eine analytische Funktion dar.
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Wichtiger Fall: zp heiflt POL von p(z), wenn der Hauptteil endlich ist:

a_nN a_q
)= ——— ...
p(z) (z—zo)N+ +z—z0

+ Nebenteil von p(z) (97)

In diesem Fallist p =co=r =20
= p(z) konvergiert auf der ”punktierten Kreisscheibe” A : 0 < |z — 29| < R(< 00).
Spéter:

1. f analytisch auf Kreisscheibe = f = Potenzreihe
2. f analytisch auf Kreisring = f = Laurent- Reihe

Vorsicht: f analytisch auf punktierter Kreisscheibe % endlicher Hauptteil

Beispiel: e = f(z) analytisch auf C \ {0}, hat aber keinen endlichen Hauptteil.
Gesehen: Potenzreihen besitzen innerhalb des Konvergenzradius eine Stammfunktion (glied-
weise gebildet)

Frage: Besitzt p(z) auf ganz A eine Stammfunktion (eine Funktion P : A — C analytisch
und P'(z) = p(2))?

FirneZ, n# —1: 2;:_:1 Stammfunktion von 2"
oo o n+1
=: a_1=0: ; % Stammfunktion von p(z) auf A

a_1 #0: G : negativ geschlitzte Ebene,

log Hauptzweig des Logarithmus: log(z — zp) definiert auf zo + G = {29 + z | 2 € G} und

s = (a1 log(z — 20))’, d-h. a_y log(z — z9) Stammfunktion von ;= auf zy + G.
e y— n+1
= Z an% + a_1log(z — zp) (98)

n=—o00,n#l

ist Stammfunktion von p(z) auf dem geschlitzten Kreisring Ag = AN (20 + G).
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2.2 Komplexe Integration

Kurvenintegrale: Sei G C C ein Gebiet. Ein WEG in G ist eine stetige Abbildung
v : [a,b] — G mit a,b € R und a < b. Zusétzliche Voraussetzung: + ist Zusammensetzung
von stetig diff’baren Wegen ~1, ..., 7, ("endlich viele Knicke”).

Definition: Sei f : G — C stetig. Ist v stetig diff’bar, so setzt man

b b b
/f(z) dz = /f(v(t))"y(t) dt := /u(t) dt—i—i/v(t) dt (99)

@ yu(t)+iv(t)eC

Im Allgemeinen (y =71 0...079,):

/f(;;) dz = Z/f(z) dz (100)
¥ k=13
Sei v~ (¢) :=y(a+ b —t), so dass v~ (a) = y(b), v~ (b) = v(a). Mit Substitutionsregel

:»/f(z)dz=—/f(z)dz (101)

2.2.1 Satz
f besitze auf G eine Stammfunktion F', d.h. F': G — C analytisch und F’ = f. Dann gilt:

[ 61z = Po®) - PO ) (102)
v
Insbesondere ist zudem 7 geschlossen, d.h. v(a) = v(b), so gilt:
/ F(2)dz =0, (103)
¥

falls f eine Stammfunktion besitzt.
Beweis: Ohne Einschriankung sei v stetig diff’bar:

SEOM) = FGER0) (104)

t

b

= [1@a: = [saoy@ = [ SPo®)d=FaE) - Fo) o o)
Y Y @

Frage: Sei v geschlossen. Wann gilt Gleichung (103) noch?

Beispiel: 7y : |z — zg| = r sei der einfach und positiv durchlaufene Kreis um zp mit Radius
r > 0.

v : [0, 21] — C, t > 2o + re’ (106)
1
flz)= pomn C\ {#0} — C analytisch (107)
— 20
d 27 1 27
/ [ —iretdt = i/dt =21 £ 0 (108)
Z— 20 re
v 0 0

Also ist das Integral im Allgemeinen wegeabhéngig.
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2.2.2 Bemerkung
Die Laurent- Reihe

F(2) =) an(z—2)" (109)

Dann ist

1
5 f(z)dz = a_1 =: Residuum von f bei 2o (110)
i
ri=|z—zo|
Insbesondere: a_1 # 0 = f besitzt auf A keine Stammfunktion
Beweis: g(2) =3, an(z — 20)" besitzt auf A Stammfunktion = [ g(z)dz =0,

|z—zo|="r1
F(2) = g(2) + 22

/ f(z)dz= /g(z) dz+a_12mi O (111)
|z—z0|=r1 —

=0

2.2.3 Lemma von Goursat

Sei f : G — C analytisch und A C G ein abgeschlossenes Dreieck und v = 9A der einfach
und positiv durchlaufene Rand von A. Dann gilt:

/f(z) dz=0 (112)

Beweis: Zerlege A in 4 kongruente Dreiecke Al, A2 A3, Ai. Die Integrale iiber die
”inneren Wegstrecken” heben sich gegenseitig weg.

:/f(z)dz:z / f(z)dz (113)
oA k

=lonk

A; C A sei das Teildreieck mit maximalem Randintegral.
Zerlege A entsprechend in 4 Dreiecke

Ay C Ay = Teildreieck von A; mit maximalem Randintegral.
Fahre so fort; erhalte eine Folge von Deiecken

A=Ay DA DAy D...DA, D... (114)

Linge L(0A,) = 5= L(OA) — 0 fiir n — oo = (77, A, besteht aus einem Punkt P.
Nach Wahl der Teildreiecke gilt ferner:

Zf(z)dz <4 A/lf(z)dz <. <4m A/ﬂf(z)dz (115)

Nach Voraussetzung ist f analytisch auf G

= f(z) = f(p) + (z = p)['(p) +6(2)(z — p) mit lim ¢(z) =0 (116)

zZ—Dp

=g(z)
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g(z) besitzt eine Stammfunktion = [ g¢(z) d=.

0An
/ f(z)dz
An

/ (6() + 8(2)(z - p)), dz| = / o)z —p)de| < (117)

An An
L(0An)Max (|z = p| [¢(2)]) < L(0An) L(OA,)Max]|(2)] =

IN

2
(an) L*(0A)e, (¢, — 0 fiir n — 00)

Aus Gleichung (115) und (117) folgt:
/f(z)dz <4 / f(2)dz| = L*(8A)¢, — 0 fiir n — oo O (118)

Anmerkung: 2.2.3 gilt auch unter der schwicheren Voraussetzung: Es gibt ein zg € G,
so dass f stetig auf G und f analytisch auf G\{zo}.

Definition: ein Gebiet G C C heifit KONVEX, wenn gilt:
a,be G=[a,b CG (119)

Beispiel: Offene Kreisscheibe: Ein Gebiet G C C heifit STERNFORMIG mit Zentrum p,
wenn gilt:
z€G=1[p, 2] CG (120)

Beispiel: Konvexe Gebiete

2.2.4 Cauchy’scher Integralsatz fiir sternférmige Gebiete

Sei G C C sternférmig und f : G — C stetig, f: G\ {20} — C analytisch = f hat auf G
eine Stammfunktion, insbesondere gilt nach 2.2.1:

/f(z) dz=0 (121)
¥

fiir alle geschlossenen Wege v C G.

Beweis: Sei p das Zentrum von G. Setze fiir ¢ € G

9 z/f(z) i :z/f(z)dzg wobei o(t) = p+ (g —p), t € [0,1] (122)

(parametrisierte Strecke von p nach q) G sternférmig und offen mit Zentrum p. Fiir kleine
n € C liegt das Dreieck A = (p, g, ¢ + h) ganz in G.

Oz/f(z)dz, dh. 0= F(q)+ 7hf(z)dz—F(q+h) (123)
q+h ’ 1 1
F(g+h)— f(z :/fq+thhdt h | flg+th)dt (124)
q1 0 ) 0
%(F(quh)—F(q)) /f(q+th dt—>/f = f(q) fir h -0  (125)
0

Weil f stetig ist = F'(¢q) = f(q) O
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2.2.5 Cauchy’sche Integralformel

Sei f : G — C analytisch, 2z € G, r > 0, so dass: E C G, wenn

E={C]I¢— 2| <r}= [f(2) (126)

C*%

fiir alle z € E.
Beweis: Wihle € > 0 so, dass U = Erye(20) = {C | |[{ — 20| <r+€} CG. Fir ( €U

setze:
FO=f) g
90=q T ST (127)
fl(z) fir (==z
= g analytisch auf U \ {z}.

lim g(¢) = f'(2) = g(2), d.h. g stetig bei z (128)

(—z

Wende 2.2.4 auf U und g an

/ )i = /“gf & = /c K- fEHE  (129)

mit H(z) = (z) analytisch
und es gilt:
oL ¢
H'(z) = C_zd:—/i 130
0= [ Sra=- [ o (130)
OF OF
ﬁ hat als Funktion von ¢ auf C\ {2} die Stammfunktion — i
/ dg
= H'(2) = | 77——5 =0= H(z) = const (131)
J (C=2)
auf zusammenhéngender Menge E
H =2 O 132
= H(z) = H(20) / = i (132)

Hilfssatz: v C G Weg, U C C offen, G : v x U — C, (¢, 2) — G((, z) sel stetig.
Ferner sei fiir jedes ¢ € vy U — C, z — G((, z) analytisch mit stetiger Ableitung

2) = / G(C, =) dc (133)

ist analytisch mit

= /GZ(C, 2)d(VzeU (134)

(Vertauschbarkeit von Differential und Integtral)

2.2.6 Korollar
Unter den Voraussetzungen aus 2.2.5 gilt fiir alle z € E:
1
76 =5 [ L (135)

2t J (C— 2)?
oFE
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und f’(z) ist wieder analytisch.
Beweis: Wende Hilfssatz an auf G(¢, z) = Z(f;, U=EF.
/
f(¢) / 1 / f(©)
G.(¢, = = — d 136
€ = E=ro- |5 [« (136)
OF
1 f(©)
= — d
2mi ) (¢ —2)? ¢
OF
Da nun i C]:(CZ))Z wieder analytisch in z ist, folgt aus dem Hilfssatz (angewandt auf q gfi))Q ),
dass f'(z) analytisch ist mit:
() ! / 2 d¢ us (137)
=— [ —— w.
2w ) (¢ —z2)3
OE
Rekursiv erhélt man:
|
(M) () = L v E N O 138
1) = 55 [ e e Bone (139)
OE

2.2.7 Potenzreihenentwicklungssatz

Sei f : G — C analytisch und p > 0 so, dass E = E,(29) C G. Dann lésst sich f innerhalb
E in eine Potenzreihe um zy entwickeln, d.h. es existieren Zahlen a,, € C, n =0, 1, 2,...

mit: -
f(z)= Zan(z—zo)”VZ €eE (139)
n=0
Genauer gilt: Fiir jedes r mit 0 < r < p ist
1 f(0) (138) 1
L= ) g V=) ) 140
“ 2mi / (¢ — zp)n*! ¢ n!f (20) (140)
[¢—zol=r
Insbesondere ist Gleichung (139) die Taylorentwicklung von f um den Punkt zg.
\ AN
N NS L N
Beweis: Sei z € C. Wihle ein r mit 0 < 7 < p mit |z — 29| < r. Nach 2.2.5:
1 f(Q)
= — d 141
6 =5r [ Hla (141)
|z—z0|=r
Ist ¢ € v, so gilt fiir w = 2:2:
|2 = 20| _ |z = 20l
w| = _ g <1 142
ol = =22 = 2 (142)
oo o w™ konvergiert auf [w| < 1 lokal gleichméBig und zwar gegen 11— (Geometrische
Reihe)
HORS (Z—Zo>n
= 143
C—z nz;) ¢—20 (143)
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konvergiert auf v gleichméflig gegen die stetige Funktion

[0 1 Q) 144)

(—nl-22 (-2

Ohne Beweis: In dieser Situation ist Integation und Reihenbildung vertauschbar:

[&

dC /Z _ZO n+1 Z zO Z:: / n+1 d¢ (Z—Zo)n (145)
¢

an (1)
mit vy : |¢ — z| = r. Nach (138):
nla, (1) = 2mif™ () (146)
Insbesondere unabhéngig von r. Setze:
1 ™ (2)
ap = %an(r) = O (147)

2.2.8 Korollar

Sei f : G — C analytisch. Dann ist f in jedem Punkt zy € G unendlich oft komplex
diff’bar und die Taylorreihe

— 1
> " 0) (2 = )" (148)
n=0
von f um zy konvergiert in jeder offenen Kreisscheibe um zy, welche noch ganz in G
hineinpasst, und zwar gegen f(z).
Es folgt: Der Konvergenzradium der Taylorreihe von f um zy ist mindestest r, wenn

Er (Zo) g G.
Spezialfall: Jede ganze analytische Funktion f : C — C ist als Potenzreihe

=3 M) (149)
n=0

mit unendlichem Konvergenzradius darstellbar (gilt also fiir alle z € C).
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2.3 Der Cauchy’sche Integralsatz

Di1E UMLAUFZAHL
Definition: Sei v C C ein geschlossener Weg, zg & 7.

1 dz

= — 150
va(20) 2 ) 2 — 2 (150)
v
heiit UMLAUFZAHL von v um zjp.
Beispiel:
|z| =r: () =re’, 0 <t < 2n (151)
1 dz
Nach 2.2 — | — =1 152
ac 2 z (152)
¥

Geometrische Bedeutung der Umlaufzahl (0.E. zy = 0): Fiir einen (geschlossenen)

Weg v C Cist
d
/ f =5, (153)

2l
wenn ¢ die Gesamtbilanz der Winkelverdnderungen des Strahles von 0 nach (t) iiber das

Zeitintervall [a, b] ist (v.[a, b] — C)

v=0
) |Gl
ANy

(l

— )
=) /, ;

Begriindung: Zerlege v in so kleine Stiicke vx =7 |it,_,. ¢, ¢ =to <t1 < ... <tp, =,
dass entweder

e N{r e R|r <0} # 0 oder (154)

YvN{reR|r>0}#0 (155)

Sei etwa v, N{r e R|r <0} =0:
In G besitzt % die Stammfunktion logz = logr + i¢, wenn z = re'?, -7 < ¢ < 7.
ve € G:In G besitzt % die Stammfunktion logz = logr + i¢, wenn z = re'®, 0 < ¢ < 2.
lo~gz— logz = 0V 2mi. Nach 2.2.1:

d
/?Z =log 2, — log 2_1 = log 7, — log rx_1 + 10y, (156)

Tk

wenn d; der von 07, iiberstrichene Winkel ist. Entsprechendes gilt fiir log, falls v, C G.
¥ =Y r_1 Yk geschlossen

n

- Z/? = [log riy —log ri] + > id (157)

=1

To="Tn

n

Zz’&k =i

k=1
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0 = Summe der Winkelverdnderung lings ~.

log zx —log zz = 0V 2mi=6ev2n (158)
1 dz 10
i 7 1
omi | 2 omi V€ (159)
Y

Regel:
1. v(y)(20) = 0, falls zp im AuBlengebiet von ~ liegt.

2. Beim Uberschreiten von « ”von rechts nach links” erhéht sich die Umlaufzahl um
1.

3. Auf den Zusammenhangskomponenten von C\ v ist v, = const.

2.3.1 Cauchy’scher Integralsatz (Umlaufzahl von m)

Sei f : G — C analytisch und v C G ein geschlossener Weg. v umlaufe nur Punkte, die
zu G gehoren, d.h.:

Vn,(p):OVpg_fG:/f(z)dz:O (160)

~y

N

2.3.2 Cauchy’sche Integralformel fiir Kreisringe
f: G — C analytisch, A: 0 <7 < |z — 20| < R sei ein Kreisring mit A C G. Dann gilt fiir

alle z € A: O ) O

—zI=R G—2]=r

Beweis: g(¢) = f(¢)(¢—2)! ist analytisch in einer Umgebung von A; bzw. As. 9A; und
0As umschliefen keine Punkte auflerhalb von A; bzw. As. Cauchy’scher Integralsatz:

/ g(Q)dC =0 v / g(¢)dC =0 (162)

6A1 aAQ

Wegeadditivitit des Integrals: (Die Integrale {iber die radialen Wege heben sich weg)

S0 = A/ dz+aA/2 g(¢) dc (163)
_ F/ )dc - / / () dc¢
[o©ac = [acac- / / T ¢ = amigz) (164)

6 r

Cauchy’sche Integralformel fiir § und f. O

Entwicklung in Laurent- Reihen: Sei A : 0 < r; < |z — 29| < r2(< 00) ein Kreisring
um zg.
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2.3.3 Bemerkung (Identitétssatz fiir Laurent- Reihen)

Stellen Lq(2) = Y7 au(z — 20)” und Lao(z) = 37 b,(z — 29)” die gleiche analytische
Funktion dar, so ist a,, = b, fiir alle v € Z.

Beweis: Sei n € Z und f,(2) = (2 — 20) "1 f(2)

= fn(z) ist analytisch auf A und wird durch die Laurent- Reihen

oo
(z—20) " 'Li(2) = Z ay(z —20)", Gy = Api14w (165)
(z—20) " 'La(z) = Y bu(z—20)" by =bny14s (166)
—0o0

dargestellt. Insbesondere ist a,, = a_1 und b, = l~)_1. Nach 2.2.2:

A / Ful)dz = b1, (167)

wenn 1 < r < rg = a, =b, O

2.3.4 Laurent- Reihen- Entwicklungssatz

Jede analytische Funktion f: A — C auf einem Kreisring lisst sich in eine auf A konver-
gente Laurent- Reihe

= Z an(z — 20)" (168)
entwickeln. Fiir A :r; < |{ — 29| < 72 und 1 < r < rq gilt dann:
1 f(Q)
= ——d(V N 169
vz | €z Ve (169)
[(—zo|=T

Der Hauptteil der Reihe konvergiert fiir | — zg| > 71

Der Nebenteil der Reihe konvergiert fiir |¢ — 2| < ro

Beweis: 0 <r; <7 <ry (0.E. 20 =0). Wihle R;, Ry beliebig mit r; < Ry < Ry < r3.
2.3.2 anwendbar fiir Ry < |z| < Rz. Erhalte:

f©) 1 f(©)
oo / T (170)
IC|=R2 [¢|=R1
9(2) h(z)
Entwickle g(z) und h(z) in Reihen:
g(2) : [¢] = Rs. Fur |2| > Ry ist ’ (171)

n

<
ore % 3 22(2) i”ﬂ .

= g(Z) = 27.” / Cn+1 2" (173)
"= 0 ICI=R:
h(z) : [¢| = Ry Fir 2| > Ry ist ’g' <1 (174)
1 11 1 &

= f(z)= Y anz" fiir Ry < |2| < Ry (176)

n=—1
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Nach 2.3.3: Die Koeffizienten in Gleichung (176) dndern sich nicht, wenn man Ry bzw.
Rs durch r ersetzt = Gleichung (169) gilt. a,, unabhingig von der Wahl von R; bzw. Ro
= Gleichung (176) gilt fiir alle z € A. O

2.3.5 Korollar (Cauchy- Abschitzung)
Die Laurent- Reihe

flz)= Zan(z —20)" (177)

konvergiere auf A. Sei r; < r < r. Wihle M € R, so dass |f(¢)] < M fiir alle ¢ mit
IC — 20| =1

M
= lay| < r—nVnEZ (178)

Beweis: Der Integrationsweg |( — zo| = r hat die Linge 27r.

1 f((:) 1 M M

. AV [ ) SOl 1

= |an| i / G ,Zo)nﬂdg e T L (179)
[¢—=0|=r

Das RAsIDUUM: Sei f : G — C analytisch; zg € C heifit ISOLIERTE SINGULARITAT von
f, wenn G eine sogenannte PUNKTIERTE UMGEBUNG von zg enthélt, wenn also ein € > 0
existiert mit z € G fiir alle z # zp mit |z — zo| < €.

G =C\ {1}, f(2) = 1L logz ist definiert auf G und 2o = 1 ist isolierte Singularitéit von
f. zg = —1 ist keine isolierte Singularitdt von f.

Ist zo eine isolierte Singularitét von f, so ist f erkldrt im ”Kreisring” 0 < |z — zo| < e =
hat eine Laurent- Entwicklung.

Z an(z — 29)" im Kreisring A C G (180)

n=—oo

Definition: a_; heift RESIDUUM von f an der Stelle zy. Schreibe dafiir: Res,, (f).

2.3.6 Bemerkung

21
[¢—z0|=T

Resy, (f) = — / f(Q)d¢ & {z]|z#z20,|z2—20|<r}CG (181)

2.3.7 Residuensatz

Sei G ein Gebiet, p1, ..., pr € G. f sei analytisch auf dem Gebiet G = G \ {p1,.--, pr}
Ferner sei 7 C G ein geschlossener Weg, welcher nur Punkte von G umléuft. Dann gilt:

1

2mi

[ )= S pRes, () (152)
5 k=1

Spezialfall: Es gelte noch:
e ~ ist einfach

e Das Innere I von v liegt stets links von « (v umlduft I positiv). Dann:

1 pr el
vy(pe) = . falls 1 (183)
Pk
N / f2)dz = 270 S Resy (/) (184)
pr€l
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Beweis: Seien hq,..., h, die Hauptteile der Laurent- Entwicklungen von f an den Stel-
len p1,..., pr. Nach 2.3.4: hy ist analytisch auf C\ {px}. f — h ist analytisch in einer
Umgebung von py, fir alle k =1,...,r.

ég:f—ih,, (185)
v=1

mit f, h, analytisch auf G. g = f — hy — 2221,1/;&1@ h, mit f — hy analytisch in Umgebung
von hy, Y hy analytisch in Uy = C\ {p, | v # k}. = g analytischinpy, k=1,...,7 =g
analytisch auf G = G U {p1,...,p,}. Cauchy’scher Integralsatz:

0 = /g(z)dz:ly/f(z) dz—;/hk(z) dz (186)

hi(z) = i an,k(z = pr)" (187)
dz 0 fir n>2
/ G- { vy(pr) fir n=1 (188)
a_1, =: Resp,(f) (189)
= /hk(z) dz = Zla_l’k/(z _d;k)n (190)

= a1V (Pr) = vy (pr)Resy, () O (191)
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2.4 Grundlegende Eigenschaften analytischer Funktionen
2.4.1 Satz

Sei G C C ein Gebiet. Genau dann ist eine Funktion f : G — C analytisch, wenn sich f
in einer Umgebung jeden Punktes von G in eine Potenzreihe entwickeln lésst.

VIELFACHHEIT VON NULLSTELLEN: Sei f : G — C, a € C, G C C beliebig. 2y heifit
die A- STELLE von f, wenn
f(z0) =a (192)
Von nun an sei f analytisch, G Gebiet, n € N. zy € G heifit N- FACHE A- STELLE von f,
wenn
flz0) =a, f'(20) =0,... f""V(z0) =0, f"(20) #0 (193)
EINFACHE A- STELLE:
f(z0) = a, f'(z0) #0 (194)
Beispiel: 0 ist die n- fache Nullstelle von 2™.
Bemerkung: z; ist eine n- fache a- Stelle von f(z) < 0 ist n- fache Nullstelle von
9(2) = f(z + 20) —
Also: Ohne Einschriankung zp = 0, a = 0 (in den Beweisen)
zo heif3t UNENDLICH- FACHE A- STELLE, falls

fz0) =a, f™ =0¥n>1 (195)

2.4.2 Lemma
Hat f eine unendlich- fache a- Stelle, so ist
f(z)=aVzeG (196)

Beweis: 0.E. 0 ist unendlich- fache Nullstelle von f. Zu zeigen: f(z) = 0. Sei M = {z |
z € Gund f™(2) = 0 fiir alle n > 0} = (), cn(f™)71(0). Alle f™) stetig = (f(™))~?
abgeschlossen fiir alle n = M abgeschlossen. M # (J, da nach Voraussetzung 0 € M = M
abgeschlossene, nichtleere Teilmenge von G.

Potenzreihenansatz: Sei zop € M = Die Taylorreihe von f um zy ist identisch Null =
f(2) = 0 in einer Umgebung E von zop = E C M.

Fazit: M ist offene Teilmenge von G. M abgeschlossen in G = G \ M offen in G; G =
MU(G\ M) und M # (. G zusammenhéngend = G\ M =0 = G =M = f(z) =0 fiir
alle z€ G O

2.4.3 Lemma

Sei zp eine n- fache a- Stelle von f, 1 < n < co. Dann gilt:
1. zg ist eine isolierte a- Stelle von f
(Je > 0, so dass f(z) # a fir |z — 2| < €, 2 # 20)

. a-Stellen
von f
L]

2. f(G) enthélt eine kleine Kreisscheibe um a = f(zp).
AMlhnnnns
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/
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Beweis: (20 =0, a =0)
Nach 2.4.1 existiert eine Umgebung V C G von 0 mit f(2) = bz"(1 + b1z + be2? +...),
b# 0, n > 1. Ohne Einschrankung b=1und V = G:

f(2)=2"(1+biz+bz*+...) V2 €G (197)
Betrachte den Hauptzweig der n-ten Wurzel

H

ARRRRRRNN A
ARRRRRRRRRRNY NN
AN PN
iy ——» QN
<N\
ANSARRRRT RN QAN
AARANARNR NSRS PR
AR AN
AR RRRNNNN NN
NN AN
ALRRRRRRRRRN AN
rel?, —m <P <y Yren (198)

Nach Verkleinerung von G ist 1+ b1z + bez? + ... € H fiir alle z € G. Fiir z € G setze:

9(z) =2/ 1+ b1z + bo2? + ... (199)

= g ist analytisch auf G und ¢'(0) =1 # 0. Ferner: ¢"(z) = f(2).

Wegen ¢'(0) # 0 gilt der Satz von der Umkehrfunktion: Es gibt eine Umgebung U von 0,
U C G, so dass gilt: g(U) offen, g : U — ¢g(U) Diffeomorphismus

Situation:

e\ .

| —~ 0 =l
/ ’// e ) Ty 4(U) offen \
//

\
\\ —
— y \\ [©) ) ////
/ kompl. \
. ZahlenC
——

~

—
AN

S

\ o //\

0€g(U), g(U) offen = e > 0 mit E.(0) C g(U).
1. z€e U mit f(2) =0= ¢"(2) = f(2) =0 = g(2) = 0= 2z =0 (g bijektiv)
2. E(0) € g(U), Een(0) = w"[Ec(0)] = w"g(U) = f(U) € f(G) O

2.4.4 Satz von der Gebietstreue

Ist f # const, so ist f(G) ein Gebiet.

Beweis: mit 2.4.3: Sei zg € G. Setze a = f(zp). Nach 2.4.2: z; ist n-fache Nullstelle und
n < oo = f(G) enthélt eine e- Umgebung von a = f(zp). Also ist f(G) offen. f stetig und
G zusammenhéngend = f(G) zusammenhingend = f(G) Gebiet O

2.4.5 Identititssatz

Seien f,g: G — C analytisch. Es gelte f(z) = g(z) auf einer Teilmenge A von G, welche
in G mindestens einen Haufungspunkt zo hat. Dann ist

f(z)=9(z)VzeG (200)

Beweis: h = f — g ist analytisch auf G und h(z) = 0 fir z € A. z9 € G Haufungspunkt
von A = zg ist Hiufungspunkt von Nullstellen von h. h stetig = h(z9) = 0 = 2y ist eine
unendlich-fache Nullstelle von h

=h(z)=0VzelG=f=9g O (201)
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2.4.6 Das Maximumsprinzip

Sei f : G — C analytisch und nicht konstant. Dann hat f kein lokales Betragsmaximum.
Insbesondere:

1. Ist B C G kompakte Teilmenge, so nimmt |f| |p ihr Maximum auf dem Rand von
B an.

2. Hat f ein lokales Betragsmaximum, so ist dieses gleich Null (sonst hétte ndmlich
ﬁz) ein lokales Betragsmaximum (Widerspruch)).

0

Beweis: f(G) Gebiet. Sei zg € G f(G) offen = f(G) enthélt eine e- Umgebung von f(zp),
€ > 0. |f(w)| > |f(z0)], wenn € > 0 und f(w) so wie in der Zeichnung = f(zo) ist kein
lokales Betragsmaximum von f O

2.4.7 Fundamentalsatz der Algebra
Jedes nichtkonstante Polynom

f(z)=anz" +an_12""'+. ...+ a1z +a (a, >0,n>1) (202)

mit komplexen Koeffizienten ag, ... a, hat in C eine Nullstelle.
Durch Polynomdivision durch z — A, falls A Nullstelle von f, erhélt man durch Iteration:

f(2)=an(z=A)" (2= A) ... (2= A)" (r>1,v5 > 1\ # ) (203)

Beweis: lim.|_. |f(2)| = oo gilt offenbar = Es gibt ein R > 0, so dass |f(2)| > |ao| fiir
alle z mit |z| > R. |ag| = |f(0)] = Fiir alle w mit |w| > R ist
[f(w)] = lao| = Min{|f(2)[ | |2] < R} = (204)

=pu = Min{|f(2)|]|2€C}=pu=0 (205)

= { hat eine Nullstelle zp mit |2o| < R O
Aus Gleichung (203) folgt: zy € C ist eine k-fache Nullstelle von f (Polynom)

& f(2) = (2 — 20)"(a0 + a1(z — 20) + ...) mit ag # 0 (206)

POLE: Sei zg € C eine isolierte Singularitéit von f, d.h. f : G — C analytisch, ist definiert
in einer punktierten Umgebung U von z.

U={z|z%# 2|z — 20| <e€,¢e>0} (207)

Nach 2.3.3: f besitzt um zg eine Laurent- Reihen- Entwicklung, welche in U konvergiert.

Definition: zy heifit

1. HEBBARE SINGULARITAT von f, wenn die Laurent- Reihe von f um 2y keinen Haupt-

teil hat, d.h.:
f(z)=ao+ai(z —2) +as(z —2)>+...V2€U (208)
2. PoL von f, wenn f in 2y einen endlichen Hauptteil # 0 hat, d.h.:
a_p a_1
= — 4 ...+ — — e 209
f(2) (Z—Zo)k+ +Z_z0+a0+a1(z z0) + (209)
a_g

= m(lJrln(zfzo)+...+bn(zfzo)”+,_,) (a_p £ 0,k >1)

In diesem Fall heifit zg ein K-FACHER POL von f.

3. WESENTLICHE SINGULARITAT von f, wenn f in zy einen unendlichen Hauptteil hat
(f(z) = e* fiir z # 0 hat wesentliche Singularitit fiir zy = 0)
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2.4.8 Bemerkung
1. In einer punktierten Umgebung U von z gelte
f(z2) =" an(z—20)" (210)
n=0

Setze f(z0) = ag = f(z) ist auch in z¢ definiert und ist dort analytisch (”Singula-
ritit” zo von f ist ”behoben”)
Sinnbildlich: f ist zunéichst bei zg nicht definiert

]

Beispiel: _
sin z
floy =2 (211)
ist zunéichst nur fir z € C\ {0} definiert. Laurent- Entwicklung in C\ {0}:
sinz 1 23 2P 22 A
= - —— 4+ —=—+... ) =1- =4+ —=+... 212
2 z(z 3T ) T (212)

Setze f(0) :== 1= f:C — C ganze analytische Funktion, iiberall definiert durch
die Reihe auf der rechten Seite.

2. (a) Sei zg ein Pol der Ordnung k& > 1 von f

lf(z)| = (Zci;/:o)k(l—i—bl(z—zo)—&—...) — oo fiir z — zg (213)
=:h(z)
Sinnbildlich:
%0

(b) zg ist Pol der Ordnung < k = (2 — 20)¥ f(2) = a_rh(z) hat bei 2 eine hebbare
Singularitét

(c) f hat bei zy Pol der Ordnung = k
1 (z — 20

_ ) _
ST e b ) = 1 (214)

% ist in einer Umgebung von zp analytisch und zy ist eine k-fache Nullstelle
von % Allgemeiner:

(d) Seien f, g analytisch in einer (vollen) Umgebung von zg; f habe eine k-fache, g
eine m-fache Nullstelle zg.
= 5 hat bei zg

e cine hebbare Singularitét, falls £ > m und 2 ist (k-m)-fache Nullstelle von
!

g
e cinen Pol der Ordnung (m-k), falls m > k
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2.4.9 Riemannscher Hebbarkeitssatz

Sei z( eine isolierte Singularitéit von f. f(z) sei beschrinkt in einer punktierten Umgebung
U :0 < |z— 2| < e. Dann ist 2y eine hebbare Singularitidt von f (und umgekehrt). Es
folgt sofort:

Zusatz: Es gebe ein k > 1, so dass (2 — 2z9)"f(2) beschrinkt ist in einer punktierten
Umgebung von zg = f(z) hat einen Pol der Ordnung < k.

Beweis: g(z) = (2 — 20)¥f(2) hat nach 2.4.9 eine hebbare Singularitit bei 2o, d.h.

o0

9(2) = 3 balz — )" = f(z) =

n=0

ﬁgw (215)

hat Pol der Ordnung < k O
Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein € > 0, so dass |f(z)] < M fiir alle z mit
0 < |z — 20| < € fiir eine feste Schranke M > 0.

flz)= Zan(z —2)"VzeU (216)

— 00

M_ fiir alle n € N.

Nach Cauchy- Abschitzung fiir 0 < r < € ist |a_,| <
n>1 la_pn| < Mr™ — 0 fir r — 0 (217)

a_p, =0 fir n > 0= Behauptung O (218)
Fortsetzung reell- analytischer Funktionen im Komplexen

Seien a < b aus RU {£oo}, f : [a,b] — R sei reell- analytisch, d.h. sie ldsst sich lokal in
eine Potenzreihe entwickeln.

2.4.10 Satz

Sei f : [a,b] — R analytisch. Dann gibt es ein Gebiet G C C mit [a,b] C G und eine
analytische Funktion auf G, welche f fortsetzt. Diese Fortsetzung ist eindeutig (sie wird
wieder mit f bezeichnet).

Beweis: Eindeutigkeit folgt aus 2.4.5 (A = [a,b]). Existenz: xg € [a,b] beliebig. Nach
Voraussetzung existiert ein € = e(xg) > 0, so dass [zg — €, ¢ + €] C [a,b] und

flx) = Z an(x —x0)" V& € [z0 — €,20 + €] (219)
n=0

Die Reihe Y77 jan(z — z9)™ konvergiert dann auch noch auf der Kreisscheibe E(z) :
|z — o] < €o und stellt dort eine analytische Funktion dar.

feo(2) = Z an(z — 20)" V2 € E(xg) und (220)
n=0
fIU |[$0—€,fbo+é] = f (221)

Damit ist G = |J,¢(, ;) £(2) Gebiet mit [a,b] C G.

Zeige noch: auf E(zg) N E(x1) stimmen f,, und f;, iiberein. Dann wird durch f(z) :=
fuo(2) falls z € E(xg) eine analytisch Funktion auf ganz G definiert, welche die urspriing-
liche Funktion fortsetzt.
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I = E(xzg) N E(x1) N [a, b] offenes Intervall.
I#0, falls E(zo) NE(z1) =U # 0.

Beweis: f,, und f,, sind analytisch auf U = E(z¢) N E(z1) und es gilt

fmo |I:f |I: fxl |I:> f:nl |U: f:vo |U u (222)
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2.5 Integralauswertung mit Hilfe des Residuensatzes

Aufgabe: g, h : [a,b] — R reell- analytisch,

b
g(z) ,
a/ mdm =7 (223)

Residuenkalkiil: Setze g und h fort auf einem Gebiet G C C und wende auf die Fort-
setzung von f = £ den Residuensatz an. Nach 2.4: f hat als Singularitit nur Pole.

Bestimmung des Residuums bei einem Pol

2.5.1 Satz
f(z) habe bei zy einen Pol der Ordnung < k. Dann:

1 (k—1)
Res.,f = o= (G0 12) ™ Lo (224)
Beweis:
(z—20)"f(2) =a_p+...+a_1(z — 20) 1 4+ q(2) (2 — 20)" (225)
Nach 2.3: Res,, f = a_;. Leite obige Formel (k — 1)- mal ab.
[(z = zo)kf(z)](k_l) = (k—1Dla_1 4 (z — z9)r(2) = Behauptung O (226)
2.5.2 Korollar
Seien g, h analytisch in einer Umgebung von zj.
9(2) L k-1
] = 22
Reszo (Z — Zo)k (k _ 1)|g (ZO) ( 7)
g
Res. _ k=1 228
sl = glan) (k=) (228)
= 4'(20) (k=2) (229)
. . 9 9(20)
h habe einfache Nullstelle bei zg = Res,, Y (20) (230)
Beweis von (230): Wende 2.5.1 an mit f = # und k = 1
: _ 9(2) L
Res;,f = (2— Zo)@ 2=z - (2 = 20)f(20) stetig (231)
S Res. f =  lim Ao 00) = lim — 20 gy = IC0) g 939

2—20,2720 h(Z) z—20 h(Z) — h(Zo)

Beispiel: f(z) = (1+122)2 = (z+1i)2 (zji)g hat bei 29 = ¢ einen Pol zweiter Ordnung

1 1 1 1
Res;f = Res; =¢'(i) = ~25———=53 smi= — i 233
esif =Res e o 90 = 25y | 5 (233)
——
=g(z),z0=1
Integralauswertungen:
dx
= [y (234)
— 00

37mi 57i Tri

1+42*: C — C hat die Nullstellen p; = e ,py = "5 ,pg = e 5 ,py = €4
hat einfache Pole bei p, k = 1,2, 3,4, und ist sonst analytisch.
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ar = Halbkreis in der oberen Halbebene mit Radius R und Mittelpunkt 0 (positiv durch-

laufen), vp = Strecke von —R bis R.

R >>1: Innerhalb von vg + ag liegen die Singularitdten p; und ps von f(z) und sonst

keine. Also gilt fiir R >> 1 nach dem Residuensatz:

1 dz 1 1
51 / T34 = Resp11 —l—Rep21 7
YRtTQR
B 7
= i
/ dz 5 ( i ) ™
T = omi e ) =
1+ 24 24/2 V2
YR+tOR

Mit steigendem R nimmt der Integrand auf ar ab wie %.

ﬁ—>Ofu1rR—>oo:>hm dz

1

=1 lps +@ |2

=0

R4 R— 1+ 24

ar

(ar harmloser Hilfsweg)

N T . dz . dz

— = lim —— = lim

\/5 R—oo 1+ 24 R—o0 1+ 2’4
YrRt+OR YR

Allgemeiner gilt (mit dem gleichen Argument):

2.5.3 Regel

P, Q reelle Polynome, f(z) = SEZ mit;:

1. Q(z) hat keine reellen Nullstellen

2. Grad Q > Grad P 42 (damit wird obiges ag harmlos fiir f, d.h. faR f(z)dz

Dann ist

]

— 00

/ f(z)dx = 2mi Z Res, f

p,Q(p)=0,Im(p)>0

2.5.4 Regel

Seien P, Q Polynome, QQ ohne reelle Nullstelle, Grad Q > Grad P

:>_7 e gg; dv = 2mi Y Res, (

y,Im(y)>0,Q(y)=0

Beispiel: a > 0 reell,

[ / cosx __cosx .
L

cosx = Re (e””)

P(z)
Q(2)

1

dz

1+ 24

elZ)

(235)

(236)

(237)

(238)

=0)

(239)

(240)

(241)
(242)

(243)
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Wende 2.5.4 an auf J mit I = Re(J). Der Integrand hat auf der oberen Halbebene H :
Im(z) > 0 nur den Pol ¢ = 7§ + ia, dieser ist einfach

1z i % —a -1
Resy—— = ——_=2"° Vare (244)
(z— =) + a2 2(p—1) 2ia 2a
2.5.5 Lemma
Betrachte fiir R > 1 den folgenden Weg Or = a1 + as + as.
Pr _ %
AR RSN
NN NN
o, SOONONONONOONONNONNNN
Unter der Voraussetzung von 2.5.4 gilt dann
Rh_r)nooﬁ/e Q) dz=20 (245)

Beweis von 2.5.4: Das schraffierte Rechteck erfasst fiir groie R alle Nullstellen von Q mit

Im> 0 (VR — oo, falls R — o0)
[wP@, o [wPE, [ PR
> [ o - Rlool air | “ame e

i 3 Res, (e 28) O (247)

y,Im(y)>0,Q(y)=0

YrR+Br

Beweis von 2.5.5: z € H: z =z +iymit y >0 =iz = —y +ix

|eiz| = eV |e”| —ev <1 (248)
P(2) 1
< const— 249
e R 249
€| < 1aufa; und g (250)
_P(2) VR
v d < t—— — 0 fiir R log fii 251
/e o0 z const—~ — 0 fiir B — oo (analog fir as) (251)
1

o hat die Linge 2R; z = = +iy € an = |y| = VR, |2| > VR

7] = e VE (252)
P(z) const
- 253
Qe ~ VR 259
.. P(2) conste VER  constvR
=|[e€e* dz| < = — 0 fir R—o00 O 254
IBE VR VR 254

2

Beispiel:
27

dx

=] ———~ -7 255
/5+4cosx (255)
0
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z = €' dz=izdt (256)
1 1 1 1
2m d 2m " d
t 1 e’ 1
/5+4 t / 1 Z'%dt:*/ 5 +222+2 (258)
cos ; et i z+ 2z
0 0o 5+2 (e” + e“) |z]=1
—_——
z+%
Nennernullstellen: z = —2 und | z = —%
05
2 1% 3 405 [Uos
05
Integrand hat einfache Pole bei z = —2 und z = —%. Residuensatz:
1 dz 1 1
— —— = Res = _ 259
omi ) Bz+2:2+2 S 571,12 dag5 4 (259)
|z|=1
27 J
t 1
— =27— 260
= / 5+ 4cost 71-3 (260)
0

Allgemeiner, nach dem gleichen Schema:

2.5.6 Regel

R(X1,X5) sei eine rationale Funktion in 2 Variablen. Dann gilt:

2m
/R(cost, sint)dt = % / R (; (z—i— i) ) % (z— i)) % =27 Z Respf(;) (261)
0

|z]=1 Ipl<1
f(z)=fracP(z)Q(2)

(Voraussetzung: R(cost, sint) ist definiert auf dem Intervall [0, 27])

Beispiel:

Oodac

I = 262
/1+x3 (262)
0

Nullstellen von 1 + z3: —1,e3%, e~ 3¢
Hauptweg: vg = [0, R]
Nebenweg: 3z = 3™ [R, 0]= der um 120 gedrehte Weg .

A3
Es gilt: 1+ (xe%m> =1+2° (263)
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Hilfsweg: Kreisbogen, welcher vz und i verbindet. Wie oben: ag harmlos fiir I.

) 0 5 . R
dz es™ 2 . dx 2 . dz
et " dr = —e3™ 5w " (264
/1+z3 /1+x3x « /1—|—x3 e /1+z3(6)
0 R 0 YR
2 . Vi dx dz dz
1— TT”) = li —— =1 5 —-. 2
( e« /1+x3 ot / 14 23 R / 1423 J(265)
0 YR+BR Yr+ar+Br
1 1
Residuensatz: J = 2miRes 2., - =27 —— (266)
e3™ 1 4 23 3esmi
T dz J 2 1
= (2 - L i 267
/ T+2  1_cm 3 c3mi_cim (267)
0
s 1 27
= = = (268)
3%(637”—6 %7\'7:) 3\/§
Beispiel:
T 1 T Vv
- /7613; - / VT _ (269)
(1+z)yz z(1+2)
0 0
H: obere Halbebene, G: positiv geschlitzte Ebene.
IR
r
ﬁRf :
- r
E \M [
v, z:rei¢€GH+\/?e%€H,O<¢<27r (270)
1
R >> 1,T:E—>0fﬁrR—>oo (271)
a = s eyg, b=s'P""? eyl (272)
a,b gegeniiberliegende Punkte auf v und 7% mit Re(a) = = = Re(b).
=>Va = st (273)
Vb = seme T = —\se F (274)
Fir R—o00 : +a— vz und Vb — —/z (275)
dz
I = 1l —_— 276
TR
d r d
z z
i [o5w - oo 7

TR

Ferner: Oz und agr harmlos fiir ﬁ Integriere iiber den geschlossenen roten Weg

wr =R + ar + v + Br. Im Inneren ist nur ein Pol, an der Stelle z = —1.
dz 1 1
[ @y = e (aggs) =2mgs = (278)
WR

ap und Br harmlos. fm = fv/ =1.
R

dz
21 = 1 — =2 1= 279
TETR Orav: TN (279)

WR

Allgemeiner, mit den gleichen Wegen:
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2.5.7 Regel

P,Q Polynome, Q(x) = 0 fiir > 0, Grad Q - Grad P > 2. Bei z = 0 habe Q maximal
einen Pol der Ordnung 1. Dann gilt fiir alle x € R mit 0 < o < 1:

T P) o ( P(z))
/xa dx = , Z Res, [ 2 (280)
x 1—e?ria Y z
) Q) VCCO=0 Q(2)
Beispiel: R(z) = Q(m), P,Q Polynome, Grad Q - Grad P > 2, Q(x) # 0 fiir v € R}:
/R(x)logxdx =7 (281)
0
= % R >> 0. Betrachte den Logarithmus log auf der positiv geschlitzten Ebene G:
logz = logp+ip, falls z=pe'®, 0 < <2m, p>0 (282)
R—oo = r—0.FirR— co: (283)
loga — logz (284)
logh — logx + 2mi (285)
Rlim R(2)logzdz = /R(x)logmdm (286)
YR 0
Rlim /R(z)lagzdz = —/R(m)(log:c—i—%ri)dx (287)
Yr 0
Nach Voraussetzung iiber R: ag, Br harmlos, fiir R(z)l&gz
Rlim R(z)logzdz = /R (log x + 2mi)dx + /R )og x dx: (288)
—00
WR 0 0
— o / R(z)do (289)
0
Damit gilt:
2.5.8 Regel
R(z) = Q(w ,Q( ) # 0 fiir x > 0, Grad Q - Grad P > 2.
/ R@)dr=— 3 Res,(R(:)log>) (290)
0 p,Q(p)=0
Betrachte nun den Integranden R(z)l(;g2 z
Auf vp R(a)16g2 a — R(z)log? z fiir R — oo (291)
Auf 7 R(b)16g2 b — R(z) (log” z + 4rilog x — 477) (292)
Wie oben: ag, 8z harmlos log? 2 hebt sich bei f'm + f,y, weg; es bleibt
R
Rlim R(z)16g2 zdz = 47? /R ) dx — 4mi / R(z)log z dx (293)
WR 0 0

Nach 2.5.8 und Residuensatz:
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2.5.9 Regel
R(z) sei wie in 2.5.8. Dann gilt:

o0

- 1 -
/R(z)logxdx = mi Z Res,(R(z)log z) — 3 Z Res, (R(z)log2 z)
0 p,Q(p)=0 p,Q(p)=0

35

(294)
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2.6 Pole auf dem Integrationsweg

A% %
P prr 2 p 4 )

[a, )] CR,a<p<b. f:]a, b\ {p} — C stetig.

lim |f(z)| = o0 (295)

b
Definition: Der CAUCHY’SCHE HAUPTWERT von [ f(z)dx ist

a

r—0,r>0

P /b f(@)dz:= lim p/rf(as)d:c—i— /b fla)de |, (296)
a a ptr

falls dieser Limes existiert.
Sei nun f(z) analytisch in einer offenen Umgebung G von [a, b] \ {p}. p sei ein Pol von f.
~: [a, b] — R, ¢+ t Strecke von a nach b.

Definition: RECHTSWERT UND LINKSWERT. r > 0 sei "klein”.

y
r p+r
a p-r P b pr o "J’rl
) U b
r so Kklein, dass 7,,7,. C G.
R/f(z) dz = /f(z) dz Rechtswert von /f(z) dz (297)
gl Vr Bt
L/f(z) dz = /f(z) dz Linkswert von /f(z) dz (298)
vy Tr bl

2.6.1 Bemerkung

Die Definitionen von Rechts- und Linkswert sind unabhéngig von der Wahl von r.
Beweis: (fiir den Linkswert) r; > ro "klein”

T
AN

Y,
/f(z)dz—i—/f(z)dz:/f(z)dz:()D (299)
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2.6.2 Satz
Sei G Gebiet, [a, b] C G, p €]a, b[ und f sei analytisch auf G \ {p}; p einfacher Pol von f
b

= Der Hauptwert von [ f(z)dz existiert und es gilt:
a

fP/bf(a:) das:% (L/bf(sc) dx+9z/bf(x) dm) (300)

Beweis: g(z) = f(2)(z — p) analytisch auf ganz G. r > 0: a,.= der obere positiv durch-
laufene Halbkreisbogen um p mit Radius r; wéhle r so, dass o, C G.

9(z) —g(p) +9(p) g(2) —g(p) . 9(p)

flz) = p— == Ty (301)
= 1@ - /g(zi:i(p)dz—k/j(_p;dz (302)

g analytisch auf G und %Z(p) —g'(p) firr —0 (2 € )

L/ %ﬁ(mdz —0 fir r—0; a.(t) =7re’ +p,tel0,n] (303)
=lim [ f()dz = lim &dz = lim / g(p) dt (304)
r—0 r—0 Z—=0p r—0 reit

= img(p) (305)

9(z)  _
Res, i 9(p) (306)

Also folgt fir f = pr:

lir% f(z)dz = imRes, f (307)

an
Nach Definition es Rechtswertes:

b

fR/f(z)dz = 7Tf(x)d$+/f(x)dx—/f(z)dz (308)

-+
=P [ f(x)dzr = R [ f(z)dz+1lim [ f(z)dz (309)
[ e = wf s
= iR/f(z) dz 4+ imR, f(2) mit Residuensatz:  (310)
gl
L / f(z)dz — fR/f(z) dz = / f(z) dz = 2miRes, f(2) (311)
Y Y |z—p|=r
2P = 2R+ 2miRes,f(z) =2R+ (L +R) = L+ R O(312)

In Beweis gesehen:

2.6.3 Bemerkung
Unter der Voraussetzung von 2.6.2 gilt:

b

fP/f(z) dz :fR/f(z) dz + imRes, f(2) (313)

a
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Anwendung: Zeige, dass

/ Y e =1 (314)
xr
—o0

T

sinz Im<e) (315)

X X
/ P = Im | lim P [ Sda (316)
T R—o0 x
—o0 —R

Seien ag = [—R, R], r = %, Br = 1 + P2 + B3 gemiB folgender Zeichnung

Py
Ps B,
/R
"N
-R -r r R
Nach 2.5.5:
lim [ —dz = 0 (317)
R—o0 z
Br
) eiz ) eiz
lim R | —dz = lim / —dz=0 (318)
R—o0 z R—o0 z
QR Yr+0Br
% hat bei 0 einen einfachen Pol und ist sonst analytisch.
) eiw ) eiz ] eiz ]
= lim P [ —dz = lim iR/ —dz + imResg— = im (319)
R—00 x R—00 z z
QR aR
= / PR gr = Tm(ir) = 7 (320)
x

—0o0
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3 Gewohnliche Differentialgleichungen

3.1 Fliisse und autonome Systeme erster Ordnung
Ein FLUSS (DYNAMISCHES SYSTEM) ist gegeben durch
1. eine Menge M C R™ ("Lage des Flusses”)

2. eine Abbildung ® : R x M — M, (t, ) — ®(t, z), wobei die folgenden Axiome
erfiillt sein sollen:

(0, x) xVreM (321)
O(s, P(t, x)) = P(s+t, x) (322)

D

Anschaulich: ® beschreibt die Stromungsverhéltnisse eines Flusses auf M: Ein Teilchen,
welches sich auf dem Fluss bewegt und sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Punkt x befindet,
ist zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle ®(¢, x) angelangt. Fiir x € M heif}t

a; :R— M, t — ®(t, ) (z=a,(0)) (323)

die FLUSSLINIE von x. a,(R) heiflit BAHN von x. Gleichung (322) erhilt somit die folgende
Bedeutung: Bewegen sich 2 Teilchen auf der gleichen Flusslinie, so bleibt ihr zeitlicher
Abstand erhalten.

3.1.1 Eigenschaften von Flusslinien
Aus den Gleichungen (321) und (322) folgt: Ist
y = ag(to) (324)
(7y liegt auf der Bahn von x7), so ist
ay(t) = az(t+t) VEeR (325)

Insbesondere: Bahn(z) = Bahn(y)
Es folgt: Bahnen sind disjunkt oder gleich und

M = disjunkte Vereinigung der Bahnen von ® (326)

3.1.2 Bemerkung
Es gibt drei Typen von Flusslinien

1. a, = const (x = Gleichgewichtspunkt, a, stationir)
2. a, periodisch, d.h. a, nicht stationédr und

az(t+to) = ay(t) VEER (327)

3. g injektiv, d.h.
Otm(tl) 7é Oém(tg) fﬁI‘ tl 7é tg (328)

("Reise ohne Wiederkehr”)
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Definition: Sei ® nach t diff’bar. Das GESCHWINDIGKEITSFELD des Flusses ® ist die

Abbildung

v:M—=R" p—&,(0) = aa—(f((), D). (329)

v(p) = GESCHWINDIGKEITSVEKTOR der Flusslinie o, zum Zeitpunkt ¢ = 0.

1: injektiv, 2: periodisch, 3: stationér

3.1.3 Regel
Gp(t) = v(ap(t)) Ve R (330)

Beweis: Sei 7 € R vorgegeben. Setze ¢ = a, (7).

2.2. &y (T) v(ap (7)) = v(q) = Gy (0) (331)
Nach 3.1.1: ag(t) = ap(t+7)VEteR (332)
= dy(t) = dp(t+7)VEteR. Setzet =0 (333)
= d,(0) = a,(r) O (334)
Das Vektorfeld
v1(T1,. .., Tn)
v(x) =v(x1,..., Ty) = (335)
Un(T1, ..., Tn)

induziert ein autonomes Differentialgleichungssystem (kurz: DGL- System) 1. Ordnung

l"l = vl(xl,...,xn)

Tn = Un(T1,..., Tn) (336)

3.1.3 bedeutet in der Sprache der DGL- Systeme:

3.1.4 Korollar

Sei @ : Rx M — M ein (nach t) diff’barer Fluss mit Geschwindigkeitsfeld v. Dann ist
jede Flusslinie o = a,,(t) (p € M) eine Lésung des autonomen DGL- Systems & = v(x).
Frage: Gibt es zu dieser Aussage eine Umkehrung?

Sei nun M C R™ und v : M — R” ein Vektorfeld auf M. Betrachte das zugehorige DGL-
System & = v(z), d.h.

V(1,05 Tp) vy
mit v = : (337)

Ty = 'Un(xla-'-a xn) Un

1

Eine INTEGRALKURVE von v (Losung von Gleichung (337)) ist eine diff’bare Kurve
a:]a, bj— M C R™ mit &(t) = v(a(t)) Vit €]a, b (338)

(v tangential an «). « heifit MAXIMALE LOSUNG, falls a nicht auf ein gréferes Intervall
fortgesetzt werden kann. a heift GLOBALE LOSUNG, falls |a, b= R.

Beispiel: Gesehen
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1. Die Flusslinien eines diff’baren Flusses sind globale Integralkurven des angehérigen
Geschwindigkeitsfeldes v: o, : R — M ist globale Losung von & = v(x)

2. Nicht jedes Vektorfeld besitzt globale Integralkurven

Beispiel:
t=14+2% ov(r)=1+2° (339)
Angenommen Gleichung (339) besitzt eine Losung o : R — R. Sei arctan : R —] — 7, 7]
die Umkehrung von tan :] — 7, 7[—= R = ¢ : R — R, ¢ > arctan(a(t)) definiert und

diff’bar
. 1

) = — &) =1 340
60 = T (310)
=6t) = t+e (341)

= arctan ist unbeschrankt

Sei M C R™ ein Gebiet. Ein lokaler Fluss auf M besteht aus:
e ciner offenen Teilmenge A C (R x M) und

e einer Abbildung ® : A — M mit folgenden Eigenschaften:

A = U Jap, bp[x{p} (342)
peEM
0,z) = zVexeM (343)
O(s, O(t, x)) definiert = P(s+ ¢, z) definiert und (344)
O(s, @(t, z)) = P(s+t, x) (345)

Fliisse sind also lokale Fliisse mit A = (R x M). Wie bei Fliissen definiert man:
ap Jap, by[— M, t — ®(t, p) heift FLUSSLINIE durch p. Es gilt wieder: Flusslinien sind
disjunkt oder gleich. Ist ® nacht ¢ diff’bar, so heifit das Feld

v(p) = 6 (0) (346)

das GESCHWINDIGKEITSFELD von ®. Wie bei globalen Fliissen gilt:

3.1.5 Bemerkung

Fiir jedes p € M ist «, eine Losung des Systems & = v(x). Die Flusslinien eines lokalen
Flusses sind also Integralkurven des DGL- Systems & = v(x).

Frage: Wann bilden die maximalen Integralkurven eines Systems & = v(z) einen lokalen
Fluss?

3.1.6 Beispiel

Betrachte auf dem R? das Vektorfeld

v o= (”1 ) mit (347)

V2

U1 (.’17, y) =1 (348)
—/2y y>0

vz, y) = 0 fir y=0 (349)
Vv =2y y <0

w = vz,y) = f(y) (350)
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Das zu v gehorige DGL- System ist also

{

i
y

-1
= wv(r,y) = f(y)

42

(351)

¢ € R beliebig, p = (¢, 0); durch p = (¢, 0) gehen 3 verschiedene Integralkurven von

Gleichung (351)

Qe

Be

-

=t
_ (t_;)z fiir
0 fiir

=t
_ —L_QC)Z fiir
0 fiir

t

0

t<c
t>c

t<c
t>c

(352)

(353)

(354)

Alle Kurven ay, 8, mit 2 < ¢ gehen durch p = (¢, 0). ay, Bz, 7. sind globale Losungen.
Insbesondere: Die maximalen Integralkurven des Feldes v bilden keinen lokalen Fluss
(sonst miissten verschiedene disjunkt sein). Mangel des Vektorfeldes v: v ist nicht diff"bar.

8’[}2

€2 existiert nicht an der Stelle y = 0 (senkrechte Tangente).

oy

3.1.7 Satz von Picard- Lindel6f
Sei v: M — R™ mit M C R"”, ein Lipschitz- Vektorfeld. Dann gilt:

1. Durch jeden Punkt p € M gibt es genau eine maximale Losung

ap tJay, by[— M (—oo < a, <0< b, <o0)

des Systems & = v(z), welche die Bedingung

erfiillt.

ap(0) =p

(355)

(356)

2. Die maximalen Integralkurven des Systems & = v(z) bilden zusammen genommen

einen diff’baren lokalen Fluss

Sein Geschwindigkeitsfeld ist v.

D: A= LJ]ap7 bp[x{p} — M, (t, z) — ay(t)

(357)

Wichtiges Beispiel von Lipschitz- Vektorfeldern: v ist stetig partiell diff’bar nach z1, ..., z,.

Anwendung auf autonome DGLen n- ter Ordnung (n > 2): M C R", f : M — R.

Ordne f die explizite DGL zu:

XM = ¢ (X, X, XWU)

(358)

Die Lésungen kann man im Prinzip durch Ubergang zum Phasenfeld finden. Wiihle

fir X, X,..., X1 Variable 1, ..

, T, (Phasenraum).
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Offenbar: z(t) ist eine Losung von Gleichung (358) < Die Kurve (:c, Ty x(”*l)) 16st
das System

.%"1 = X2
. - n—1 . n
. ' ,1‘1:{13,1‘2:.1',.’113:.77,...7.’17”:1‘( ),an:.’L'()
Tpn—1 = In
i’n = f((El,...,l'nfl)
(359)

x 1ost Gleichung (358) < (z, 4,..., 2("~Y) 16st Gleichung (359). Das System (359) in-
duziert ein Vektorfeld

T T2
o 2] . (360)
a:‘ -
" flxy, ..y zn)

v heit PHASENFELD (-PORTRAIT) von (359). Somit besteht der folgende Zusammenhang
zwischen den Losungen von (358) und den Integralkurven des Phasenfeldes & = v(z):

3.1.8 Bemerkung
Sei a(t) = (a1 (t), ..., an(t)) eine Integralkurve des Phasenfeldes

.i'l Iy 2
0| | =] (361)
z m' Tn
n n f(acl,...7 iCn,l)
von f mit dem Anfangswert
ai
a= : fir t =0, dh. a(0) = (a1,..., an) =a (362)
2%

Dann gilt:

1. «a(t) ist von der Form
a(t) = (), (t),..., D)), (363)
wobei z(t) eine Losung der DGL
2 = f (J;, T, ..., x("_l)) (364)

ist

z(0) = a1, ©(0) = ag, ...,z V =q, (365)

Umgekehrt: Jede Losung von (358) mit Anfangsbedingung (a) induziert eine Lésung
at) = (z(t),..., 2=V (t)) von (359) mit a(0) = a. Aus 3.1.7 und 3.1.8 ergibt sich
sofort:

3.1.9 Korollar

Sei M C R™, f: M — R stetig mit stetigen partiellen Ableitungen. Dann existiert zu
jeder Anfangsbedingung

z(0) = a1, ©(0) = ag, ..., z™V =q, (366)

genau eine maximale Losung z(t) der DGL (358), welche die Bedingung (366) erfiillt.
3.1.8 und 3.1.9 lassen sich leicht auf nicht-autonome Systeme und Gleichungen erweitern:
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3.1.10 Bemerkung

Sei M C (RxR"),v: M — R" f: M — R seien stetig und nach z1,..., z, stetig
partiell diff’bar. Dann gilt:

1. Zu jedem Punkt (tg, a1,..., ay) € M gibt es genau eine maximale Losung von
& = v(x) mit z(to) = (a1,..., an) (367)
2. Zu jedem Punkt (g, a1,..., a,) € M gibt es genau eine Losung von
2™ = f (m ... x<”—1>) (368)

mit der Anfangsbedingung

l‘(to) =ai, i(to) =a,..., x("_l)(to) = ap, (369)

Erste Integrale und Erhaltungssétze
Sei v : M — R”™ stetig diff’bar, M C R”™. v induziert einen lokalen Fluss ® von Integral-
kurven des zugehérigen Systems @ = v(x):

(tl = Ul(ZCh...,{En)
,v=(v1,..., ), T = (T1,..., Tpn), T = (Z1,..., Tn) (370)

z.n = 'Un(xlw'"zn)

(Erste Integrale sind Erhaltungsgrofien, d.h. Gréen, welche ldngs der Integralkurven kon-
stant bleiben)

Definition: Ein ERSTES INTEGRAL fiir v ist eine stetig diff’bare Funktion F' : M — R,
welche langs den Flusslinien von v konstant bleibt.

3.1.11 Bemerkung
Genau dann ist F': M — R (stetig diff’bar) ein erstes Integral von v, wenn gilt:
grad F' Lv, d.h: (grad F, v) =0 (371)

Beweis: Verwende die Kettenregel: Sei x = z(t) Integralkurve von v, z(tg) = a:

a%x)(to) = Z gi Z aa:, = (grad F, v) (372)

Also gilt: F ist konstant lings der Kurve ()

OF (x) N OF
ET = Z: 8—%1)1 = 0 lidngs t (373)
<grad F L v lings x (374)

Durch jedes a € M geht eine Integralkurve von v = F ist konstant ldngs jeder Integral-
kurve

OF
& Z 50 =0 auf M O (375)

Sei nun F' # const ein erstes Integral von v.

1. F zerlegt den Phasenraum M in NIVEAU- HYPERFLACHEN

N.: F(z)=¢, ceR (376)

2. Losungskurven von v verlaufen jeweils in einer dieser Hyperflichen. Es folgt:
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3. Man kann die Losungen von v in diesen Rdumen N, suchen, welche eine um 1
niedrigere Dimension haben (eine Variable eliminiert). Nach endlicher Wiederholung
dieses Prozesses kommt man zu eindimensionalen Réumen, in denen die Lésungen
liegen. Damit sind die Losungskurven praktisch gefunden.

Beispiel: Pendel (0.E. Lingel=1, g=1, m=1)

= — sin # Pendelgleichung (377)

Phasenfeld: 1 =0, 19 = 9, &1 = xy; To = —sinxy (378)

Zugehoriges Vektorfeld: v(x1, x2) = (x2, —sinxy) (379)
1.

Energieerhaltungssatz: 592 — cosf = const (380)

Beweis: Sei F(z1, z2) = 223 — cosz;

grad F'(z1, 2) = (sinzy, z2)

o(zr, 73) = (29, —singy) } = grad F'lv (381)

= F ist erstes Integral fiir v, d.h. F(z;, z2) konstant lings der Flusslinien von v. 6 = 6(t)
Losung der Pendelgleichung = (6, 0) verliduft auf einer Flusslinie von v.

1. .
= 592 —cosf = F(0, 0) = const O (382)

Es folgt: Die Integralkurven im Phasenraum verlaufen auf den Niveauflichen gleicher
Energie. Sie sind also Teilstiicke der Kurven

1
5.73% —cosz = ¢, d.h. 29 = £V2\/cosz; +cfirceR, ¢ > 1 (383)
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3.2 Lineare DGL und Systeme

Eine homogene lineare DGL n- ter Ordnung ist von der Form
v a1yt ay +ay=0 (384)

Ein System von n DGL 1. Ordnung der Form

Yy = anyi+...+ayn
: (385)
y;t = Qp1Y1+ ...+ ApplYn
nennt man HOMOGEN und LINEAR. Dabei sind ag = ag(z),..., an = an(x) (bzw. a;;

a;;(z)) Funktionen, die auf einem Intervall I =]a, b[C R definiert sind mit —co < a < b <
0.
Kurzschreibweise:

A= (aij)hj:l’m’nv Y= 5 y/ = (386)
Yn Yn

Dann schreibt sich das System (385) in der Form:
y = Ay (387)

Durch Ubergang zum Phasenportrait entsteht aus Gleichung (384) ein System (385).
Prinzipiell kénnten wir uns also auf Systeme (385) beschriinken. Aussagen iiber Systeme
der Form (387):

Setze voraus: a;; : I — R stetig (Im Fall (384): aq,..., an—1 : I — R stetig). Dann sind
die Voraussetzungen von 3.1.7 erfiillt. Ferner:

3.2.1 Satz

Die maximalen Losungen von (385) sind auf ganz I definiert.

Beweis: Jénich, Analysis fiir Physiker und Ingenieure, Kapitel 8, p.189 O
Insbesondere: A konstant = I = R wihlbar = (385) global losbar. Aus 3.1.10 und 3.2.1
folgt:

3.2.2 Satz vom n- dimensionalen Lésungsraum
Sei y' = Ay ein lineares System (385) mit stetigen Koeffizienten a;; : I — R. Dann gilt:
Die Losungsmenge
b1
Li={¢: I —->R"|¢ =A¢}, o= : (388)
Pn

von (385) ist ein n- dimensionaler R- Vektorraum. Genauer gilt: Fiir jedes zo aus dem
Intervall I ist die Abbildung

N = L — R, ¢ — ¢(z0) (389)

(” Anfangswert” bei xg) ein Isomorphismus von R- Vektorrdumen (” Anfangswertisomor-
phismus”).

Insbesondere: Zu jedem zg € I und jedem yo € R" existiert genau eine Losung
¢ I — R™ mit ¢(zg) = yo.

Beweis: Seien ¢, 1) Losungen von (385) und A € R.

(p+ M) = ¢+ ' = Ap + NAY = A(p + M) (390)
= ¢+ A € L, d.h. L ist ein Vektorraum.
(¢ + M) (o) = d(w0) + Ap(x0) = Ny (D) + My (V) (391)
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= 1)z, linear.

Noch zu zeigen: 7,, bijektiv

Surjektivitit: Sei yo € R™: Existenzaussage von 3.1.10: Es existiert ein ¢ € L mit ¢(zg) =
Yo, d.h. 12, (@) = yo. Injektivitiit: Eindeutigkeitsaussage in 3.1.10:

Nao (@) = d(@0) = ¥(x0) =10 (V) = ¢ =9 O (392)
Definition: Eine Basis {®!,..., ®"} des Losungsraumes £ nennt man auch ein FUNDA-
MENTALSYSTEM (kurz: F'S) von Losungen.
3.2.3 Satz vom Fundamentalsystem
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. {®1 ..., ®"} ist ein FS fiir ¢’ = Ay

2. (®'(xg),..., ®"(20)) linear unabhiingig in R
3. (®Y(xp), ..., ®"(20)) linear unabhiingig fiir alle 2o € I
4. det(®(z0), ..., ®"(zg)) # 0 fiir ein 29 € T

( (

5. det(®(xg),. .., ®"(x0)) # O fiir alle g € T

Beweis: Fiir alle z¢ € I ist 7, : £ — R" Isomorphismus.
1= 3= 2= 1. Ferner: {vy,..., v,} Basis von R" < det(v(zg),..., v"(xg)) # 0. Daher
2&4und 350

Uber das Phasenportrait ergeben sich die analogen Sitze fiir Gleichungen n- ter Ord-
nung.

3.2.4 Satz vom n- dimensionalen Losungsraum fiir Gleichungen

Sei
™ 4 a1y 4 ay +agy =0 (393)

eine lineare DGL n- ter Ordnung mit stetigen Koeflizienten a; : I — R. Dann ist die
Loésungsmenge

:{f:IHR|f(”)+an_1f(”*1)+...+a1f’+a0f:0} (394)

ein n- dimensionaler R- Vektorraum. Genau dann gilt: Die Abbildung

LR, f (f(aco), (o), ., f<n*1>(x0)) (395)

ist ein Isomorphismus von R- Vektorrdumen fiir alle zy € I. Es folgt:

3.2.5 Satz

Unter den Voraussetzungen von 3.2.4 seien f1,..., f, Losungen von (393). Dann gilt:
(f1,--., fn) bilden FS < Fiir alle (bzw. fiir ein) z¢ € I sind die Vektoren

(fl (.’L‘Q), ey fnil)(l‘o))
: = Wf17~~-7fn' (396)

(fa@o), ., £ V(o))
Die von diesen n Vektoren gebildete n x n- Matrix Wy, . ¢ heiit WRONSKI- MATRIX
von (fi,..., fn). Es gilt also (fi,..., fn) ist FS < det Wy, ;. # 0 fir alle (bzw. fur

ein) g € 1.

Inhomogene Gleichungen und Systeme
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1. Eine inhomogene lineare DGL n- ter Ordnung ist von der Form
y™ 4 a1y 4t ay +agy =b (aj,b: I — R stetig)
(393) nennt man die zu (397) gehorige homogene Gleichung
2. Ein inhomogenes lineares System 1. Ordnung ist von der Form

by
y =Ay+b; A= (a;), b= (a;j,b: I — R stetig)
by,

(385) heifit zu (398) gehoriges homogenes System.

Wie in der Linearen Algebra gilt auch hier folgendes:

3.2.6 Satz

Die allgemeine Losung von (398) ist von der Form

Y+ a® 4.+, @ mit ep,..., ¢, €R,

48

(397)

(398)

(399)

wenn ¢ eine Losung von (398) ist ("spezielle” Losung) und (®1,..., ®") ein FS von (385)

ist.
Beweis: ¢ lost (398)
& ¢ —Ap—b W — A —b
e -y = Ap- Ay
S(@—v) = Al@—¢) e ¢—1 lost (393)

& Es existieren ¢y, ..., ¢, mit ¢ — ¢ = c; P + ... 4+ ¢, P" < Es existieren cq, ..
d=1v+c® +...+¢c, " O

Man 16st also (398) in 2 Schritten:
1. Finde FS von (385), (®1,..., &)
2. Finde spezielle Losung von (398), wenn FS (&1, ..., ®") vorgegeben

Zu 2.: Sei ein FS (®1,..., &) fiir (385) schon gefunden.
Variation der Konstanten: Losungsansatz fiir (398):

y=u P + ... 4 u,d"

mit noch zu bestimmenden Funktionen u; = u;(z) soll (398) losen.
Nach 3.2.3: ® = (®1,..., ®") sei die n x n- Matrix mit den Spaltenvektoren ®!
Dann gilt nach 3.2.3:

det ®(x) #0Vax € I =la, b

= ®(z) ist fiir alle z € I eine reelle n x n- Matrix = y — w mit
u(z) = &~ (x)y(x)
ist eine invertierbare Transformation ® der Abhingigen

Y1 uy
Y= : nwu=
Yn Un

mit Riicktransformation
P:u—du=y

geeey

(400)
(401)
(402)

., Cp mit

(403)

o,

(404)

(405)

(406)

(407)
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Methode: Transformiere das System, l6se das transformierte System, transformiere die
Losung zuriick.
Ergebnis: Losung des urspriinglichen Systems. Transformation des Systems:

y = Su=y =du+ o (408)

=y = Ay+b (409)

S Pu+du = ADPu+b (410)
@/

! ..., ®" Losungen von (385) = AP = ®’. Also gilt:
Y =Ay+besdu =beu =01 (411)
Losung:

u(z) = /qu(t)b(t) dt (412)

y(z) = B(2) / B=1(1)b(t) dt (413)

3.2.7 Satz (Variation der Konstanten)
Sei ® = ®(z) eine n x n- Matrix, deren Spalten ein FS von y' = Ay bilden

x

= y(z) = ¢(z) /<I)*1(t)b(t) dt lost y' = Ay +b (414)
Beispiel: (n =1)
y = 2xy+ (22— 1)e” (415)
A = (22) (416)
b = (2z-1)€" (417)

Ae”, D= (er) (418)

Stammfunktion von
O (z)b(z) = 5 ist — e (419)

= Spezielle Losung von y' = 2zy + (22 — 1)e” ist
2 2
Yy = er (—ex_x ) = ¢t (420)
Allgemeine Losung von y' = 2zy + (22 — 1)e® ist

y=—c"+A", AeR (421)
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3.3 Lineare Systeme und Gleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten

Lineare Systeme 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Ae M(nxn,R)

b=Aw | & =) ayzj,i=1,...,n (422)
j=1

n = 2: Ausfiihrlich behandelt im 2. Semester

A— a1 —a12 . —Q1n
Py =det (A\E, — A) = det (423)

—ap1  —Gp2 ... A—ann

Seine Nullstellen A € C heiflen die EIGENWERTE von A. A € C Eigenwert von A < Es
existiert ein w € C™\ {0} mit Aw = Aw. w heiit zu A gehoriger EIGENVEKTOR. A € R: A
besitzt einen Eigenvektor w € R™. P4 heifit CHARAKTERISTISCHES POLYNOM von A.

Beispiel: A € M(n x n, R) sei symmetrisch, d.h. a;; = aj; fir alle 4,5 = 1,..., n.
= A reell diagonalisierbar: R™ hat eine Basis bestehend aus reellen Eigenvektoren von A
und die Eigenwerte von A sind reell. Betrachte auch komplexe Losungen von (422):

$1(t)
¢:R—-C" t— : ; @5 = Re(¢;) + im(¢;) (424)
Pn(t)
. . qgl
¢; == Re(¢;) +ilm(¢;); o= | : (425)
n
¢ heifit nun KOMPLEXE LOSUNG von (422), wenn gilt:
¢ =Ad (426)

3.3.1 Satz

Ist w € C™ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A € C, so ist

e wn
o(t) == eMw = (427)
M,
eine Losung von (422).
Beweis: .
o(t) = AeMw = eM(Iw) = eMAw = A (e)‘tw) = A¢(t) O (428)

Zusatz: Seien A = v + iw und w = u + v die Zerlegungen von A bzw. w in Real- und
Imaginérteil. Dann gilt:

1. Ist A € R, so ist u Eigenvektor zum Eigenwert A und e*u ist eine reelle Losung von
(422)

2. Ist w # 0 (A nicht reell), so sind u und v linear unabhéngig und man hat linear
unabhéngige Losungen:

a(t) = Reo(t) =e" (ucoswt — vsinwt) (429)

Bt) = Imo(t) = e (usinwt + vcoswt) (430)

Auf diese Weise findet man immer eine reelle Losung # 0 (P4 hat immer komplexe
Nullstellen).
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3.3.2 Korollar

Sei A komplex diff’bar mit einer Basis aus Eigenvektoren von A wq,..., w, € R™, u; +

i1, . .., Us T QVs, Uk, V5 € R™ (r + 28 = n) zu den Eigenwerten Ay,..., A, € R, 1 +
Wi, -, Vs T iws, Yk, wx € R. Dann bilden die reellen Funktionen

erMtwy, ..., eMtw, (431)

eVRt (uy cos wyt — vy sin wyt) (432)

eVRl (up sinwyt + vgcoswyt), k=1,..., s (433)

ein FS von Losungen fiir (422).
Beweis: Nach 3.3.1 sind dies Losungen von (422). Setze iiberall t = 0: Erhalte
Wiy .oy Wyy ULy .., U, V1, .., Vs linear unabhéngig = Behauptung O

Lineare DGL n. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y™ + a1y L+ ay +agy =0, a; €R (434)

Bestimmung eines FS:
Definition: Das charakteristische Polynom von (434) ist

P\ = AN4ap A4 ahtao (435)
d ¢

— : 1 — =
= ¢ C®-oR e =T

Setze % in P(\) ein (fiir A):

0
(CZS) ~ id (437)
d d\" d
P <dl‘> = <d{IJ> + ...+01% +aoid (438)

Damit schreibt sich (434) in der Form:

P(5)w=o (439)

Seien A1, ..., \; € C die paarweise verschiedenen Nullstellen von P(\):

(436)

PA=A=A)™...(A=X)";mi+...+m=n,m; >1 (440)

(Fundamentalsatz der Algebra) Damit schreibt sich (434) in der Form:

t[l (%) w=o (441)

Fazit: Die DGL (434) ist somit durch die Paare (A1, m1),..., (A, my) eindeutig be-
stimmt. Also sollten sich auch die Losungen damit ausdriicken lassen.

Problem: Berechne aus {(A1, m1),..., (A, m;)} ein FS von Losungen fiir (434).

3.3.3 Losungsschema

1. Schritt: Komplexe Vorstufe: Behauptung:

1. Die Funktionen

sind C-linear unabhéngig
2. Sie sind Losungen von (434)

Beweis: (1.) Es geniigt zu zeigen:
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3.3.4 Lemma

Seien A1, ..., A\; € C paarweise verschieden. Seien P, ..., P, komplexe Polynome. Es gelte
1
> Pi(x)et =0 (442)
j=1
Dannist P =P, =...=P =0

Beweis: Induktion nach I:
l=1: P(z)eM* =0= P (z) =0V2z e C
I —1—1: (I > 2) Multipliziere obige Gleichung mit e=**:
-1
=Y Pi(x)e™ T4 Pa) = 0 (443)

j=1
degP, = N—1=pPN =0 (444)
Differenziere die Gleichung (443) N- mal:

-1
Z qj(x)eP =T — 0 wobei (445)
j=1
_ (N) N
(Pj(w)es—20r) N k _
4@ = = I;J ( j ) P (@) —A) NP (446)
Polynome. Nach Induktionsvoraussetzung ist wegen (445): ¢ =...=¢q-1 =0
(N
k k.
= Pj(x) = —Z( k )P; J@)N =)k j=1,...,1-1 (447)

k=1

Aus Gradgriinden: P; =0firj=1,...,l1-1=P =00
Beweis von 3.3.3: (2.)

d "
() o = o (148)
Jj=1
)\:)\j,m:mj;y:x“e’\z,ogp<m (449)
Wegen (441)=(448) geniigt zu zeigen:
43" (z#eX) =0 (450)
dx
= y Losung von (441). Induktion nach pu:
d : : :
p=0 : ( — )\> (e}) = XeM —AeM =0 (451)
dz
d m d m—1
. Az __ -1 _Az
p—1—pu (dm_)\> (zte )_<d:£_)\> (pat~ter") (452)
d m—1
=1 <dm — )\> (z# M) =0 O (453)
2. Schritt: Reelle Losungen
Seien A1, ..., A, die reellen Nullstellen von P mit Vielfachheiten mq, ..., m,.,
v £ iwn, ..., Vs = iws die nicht reellen Nullstellen von P mit Vielfachheiten nq,..., ns.

Nach Schritt 1 gilt (Ubergang zu Real- und Imaginirteil der Losungen):

M ekt kTl =1 (454)

xIeV* coswix
xleVk sinwix

}0§j<nk,k—1,...,s (455)

sind reelle Losungen von (434), R-linear unabhéingig. Thre Anzahl ist n, also formen sie
ein FS von Losungen zu (434)
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3.3.5 Spezielle Inhomogenititen

Sei P(\) wie oben. Betrachte

P () 0 = rwe (456)

f(z) komplexes Polynom, degf = k > 0, u € C. Nachdem die homogene DGL (434) mit
Hilfe von 3.3.4 gelost ist:
Suche spezielle Losung von (456). Sei

_ 0 falls P(u)#0
m= { Vielfachheit der Nullstelle Pu)=0 - (457)

m gibt an, wie oft der Faktor % — A in der DGL (448) vorkommt. Wende zuniichst die
Faktoren % — Aj von P (%) an auf Terme der Form x”e#* mit v € Nj.

d
(d — A x¥ et = (pa¥e!” +vz" et — \ja¥el) (458)
x ~
Vorfaktor
= ((p—Aj)z" +vz" 1) e (459)
Vorfaktor

2 Félle treten auf:
Grad des Vorfaktors erniedrigt sich um 1, falls v > 1

m Grad des Vorfaktors bleibt erhalten.

Es folgt:
d .

P (dw) (zmHet®) = gj(x)e"* Viji=0,..., k, (460)
wobei g;(z) Polynome mit g;(z) # 0, deg g;(z) = j, denn der 1. Fall tritt genau m- mal
auf.

Fazit: Die gg,..., g bilden eine Basis des C- Vektorraumes der komplexen Polynome
vom Grad < k.
Insbesondere: Das Polynom f(x) schreibt sich in der Form

f(x) =bogo(x) + bigi(x) + ...+ brgr(z) mit b; € C (461)
Diese Zahlen b; ergeben sich aus go, ..., gr durch Losung eines linearen Gleichungssys-
tems. Es gilt nun:
d m m-+k T
Pl ((box™ + ... + bpa™™F) e*) (462)
= byP 4 (z™e!) + .+ b P a (zmFhere) (463)
dx dx
= (bogo(x) + ...+ brgr(z))e!” (464)
f(z)

Fazit: Die Funktion y = (boz™ + ... + bga™"F))er” 16st die DGL (456), komplexe Losung
Reelle Anwendung: y wie oben komplexe Losung

P(4) ®ew = Re(r)er) (465)
P(5) @y = mi@e) (466)

= Man erhélt somit Losungen von Gleichungen der Form
d
P () ) = rlo) mit ) € (). F2)eH, fla)sinpe, flo)oospo), (467

wobei ¢ € R und f(x) € R[z].
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3.4 Rand- und Eigenwertaufgaben

Randwertaufgaben
J =la, b)) CR, a < b. Betrachte DGL 2. Ordnung der Form

Ly =0, Ly = b(z), mit Ly = az(2)y" + a1(z)y’ + ao(z)y, (468)
wobei ag, a1, as : J — R stetig sein sollen. Es soll gelten:
az(z) #0Vr e J (469)

Die Loésungen von Ly = 0 entsprechen dann den Lésungen von

a
'+ )y +
as a9

90 (2)y = 0. (470)

Indem man den Definitionsbereich der a; auf ein offenes Intervall Ja’, b'[D J ausdehnt,
erhilt man nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

3.4.1 Bemerkung
1. Die Gleichung Ly = 0 hat Losungen, die auf ganz J definiert sind (nach 3.2.1)

2. Durch Angabe von y(a) und y’(a) (Anfangswert im Phasenraum)(oder auch von
y(zo) und y'(z0) fiir ein beliebiges z¢ € [a, b]) ist eine maximale Losung y = y(x)
von Ly = 0 eindeutig festgelegt.

Wir betrachten die Situation im erweiterten Phasenraum mit den Koordinaten y, /', x.

3.4.2 Bemerkung

Sei L ein Vektorraum der maximalen Losungen von (468). Dann gilt: Fiir jeden Zeit-
punkt xp € [a, b] hat man einen ”Anfangswertisomorphismus” A,, : L — R? y —
(y(z0), ¥'(x0))= Durchstofipunkt der Integralkurve (y, y’) durch die Ebene 2 = z( (Folgt
aus 3.2.2). Die Flusslinien transportieren im Verlauf der Zeit b — a die Ebene z = a auf
die Ebene x = b. Man erhélt somit eine Abbildung 7 : R? — R?, p = (y(a), ¥'(a), a) —

q= (y(b)a y/(b)a b)

3.4.3 Bemerkung

T ist ein Isomorphismus von R- Vektorrdumen, der sog. TRANSPORTISOMORPHISMUS von
L.
Beweis: A, : L — R? und A;! : R? — L sind Isomorphismen nach 3.4.2, also auch
T=A,0 A;l O
Insbesondere: 7 bildet Geraden durch Null auf Geraden durch Null ab.
Eine Randwertaufgabe (kurz: RW- Aufgabe) besteht grob gesprochen darin, Lésungen von
Ly = 0 zu finden, welche zu den Zeiten z = a und z = b gewisse Bedingungen erfiillen.
Nach 3.4.2: 2 "linear unabhéngige” Bedingungen zur Zeit a legen die Losung schon fest.
Es konnen dann keine Bedingungen fiir b mehr gestellt werden.
Deshalb: Stelle jeweils eine Bedingung zu Anfang und Ende.
Beispiele:

y(a) =y(b) =0 (471)

y(a) =0, y'(b) =0 (472)
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e \H_ /'\/\t\
/

a b

Allgemeiner betrachten wir lineare Bedingungen:

ay(a)+ay'(a) = 0 (473)
By(b) + By'(b) = 0; (a, @), (B, §) # (0, 0) fest (474)
Mit anderen Worten: Man fordert:
p = ( 5,((‘2)) ) liegt auf Geraden V, : aY; + aYs = 0 (475)
q = ( 5/((1;)) ) liegt auf Geraden Vj, : Y1 + Y5 = 0 (476)

Endgiiltige Formulierung;:

Definition: Eine homogene RW- Aufgabe fiir die Gleichung Ly = 0 ist gegeben durch
zwei Geraden V, und V, in R? durch den Nullpunkt. Die Aufgabe besteht darin, eine
Losung y = y(x) # 0 zu finden, welche auf der Geraden V,, beginnt und auf V;, endet, d.h.
(y(a), ¥'(a)) € V, und (y(b), ¥'(b)) € V. Wir werden sehen: im Allgemeinen ist dies nicht
moglich (man hat nur die triviale Losung y = 0)

3.4.4 Bemerkung

(siehe obige Skizze) Sei eine RW- Aufgabe (Ly = 0; V,; V) gegeben. Es gibt 2 Moglich-
keiten:

1. 7(V,) # Vu: Dann existiert nur die triviale Losung

2. 7(V,) = Vj: Bis auf einen konstanten Faktor existiert genau eine Losung # 0. Das
RW- Problem hat einen eindimensionalen Losungsraum.

Beweis: y lost die RW- Aufgabe < Ly = 0, A,(y) € Vi, Ap(y) € Vp, & Ly = 0 und

Ap(y) € Vo N Ay o A7YH (VL) = VN 7(Va). Da 7 ein Isomorphismus ist und dimV, =
dimV, = 1:

. 0 falls 7(V,)#V

dlm(Vb N T(Va)) = { 1 T(Va) =V

Berechnung einer Losung des RW- Problems (Ly = 0; V,, V). Sei ein FS (¢1, ¢2) der
DGL Ly = 0 gegeben: y = c1¢1 + ca¢po beliebige Losung von Ly = 0. y 16st das RW-
Problem:

O (477)

ay(a) +ay'(a) = 0
By(b) + By (b) = 0} (#78)

< (e1, ¢) ist Losung des folgenden linearen Gleichungssystems:
(agi(a) +ady(a))er + (aga(a) + agh(a))ea = 0 (479)
(Bé1(D) + B (D))er + (Bpa(b) 4 Bda(b))cz (480)
Dieses Gleichungssystem ist im Allgemeinen nur trivial 16sbar.

Spezialfall: V, : Y1 =0, V}, : Y7 = 0. RW- Problem nicht-trivial 1ésbar < Die Gleichun-
gen

p1(a)er + g2(a)ez = 0 (481)
p1(b)er + g2(b)ez = 0 (482)

in den Unbekannten ¢y, cs sind linear abhéngig

b1(a) da(a) \ _
‘:’det< 61(b)  62(b) )‘O (483)
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Analog definiert man INHOMOGENE RW- AUFGABEN: Ersetze V, und V} durch beliebige
Geraden (nicht durch Null).

Randeigenwertprobleme

Sei Ly wie in (468) definiert iiber J = [a, b]. Gegeben: Geraden V,,V;, € R? durch 0.
Definition: Die zur RW- Aufgabe (Ly = 0; V,, V}) gehorige EIGENWERTAUFGABE (kurz:
EW- Aufgabe) ist gegeben durch

Ly + Ay =0; Vo; Vi, (X € R variabel) (484)

A € R heifit EIGENWERT von (484), wenn mit diesem A die RW- Aufgabe (Ly + \y =
0; Vi, V) eine nicht triviale Losung hat (, d.h. — X ist ein Eigenwert des linearen Operators
L im Sinne der linearen Algebra). Die zum Eigenwert A\ gehérige nicht trivialen Losungen
heiflen EIGENFUNKTIONEN von (484) zum Eigenwert A.
Zu jedem A € R hat man gemifl 3.4.3 einen zum Operator f/y := Ly + Ay gehorigen
Transportisomorphismus 7y : R? — R2. Es gilt offenbar:

3.4.5 Bemerkung

A ist ein Eigenwert von (484) < 75 (V,) = V,.
Beispiel: Die schwingende Saite mit Lénge [ > 0:
y = y(t, x) := y- Koordinate der Saite in Abhéingigkeit von Ort und Zeit.

Gezupfte Saite

yl(t,x)I

y’:

Momentaufnahme zum Zeitpunkt .
Die (klassische) Physik lehrt uns: y(¢, x) erfiillt eine eindimensionale Wellengleichung:

d d
jjzaQy”mity:—y -

— 4
Y=o (485)

Randbedingung (Einspannbedingung): y(t, 0) = y(¢, ) = 0 fiir alle Zeiten t¢.

Problem: Gestalt und Geschwindigkeit der Saite zum Zeitpunkt ¢ = 0 bekannt: y(0, z) =
f(z), 9(0, ) = g(x) bekannt.

Frage: Wie schwingt die Saite weiter?

Vereinfachte Fragestellung: Welche Losungen hat

j=a%y", y(t, 0)=y(t,1)=0Vt? (486)

Separationsansatz: y(t, x) = ¢(x)y(t) = Die Wellengleichung erhilt die einfachere Gestalt

P(x)y(t) = a’¢" (x)(t) (487)
Wenn ¢(x) # 0 und 9(t) # 0 in einer Umgebung von (¢, x):
% = q;:/ = —\ € R konstant, (488)

da linke Seite nur von t und rechte Seite nur von x abhingig. Eine Funktion y(t, ) =
é(x)1(t), welche der DGL §j = a?y” geniigt, erfiillt die DGL:

Y+ ra®p = 0und (489)
d"+Xp = 0, \eR (490)
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Umgekehrt: Sei A € R gefunden mit (489) und (490).

= ¢ip = —Na’pp = a*¢"y (491)

= y(t, x) = ¢(x)y(t) erfiillt die DGL §j = a?y”. Die Einspannbedingungen sind erfiillt,
falls #(0) = ¢(I) = 0. A heilt SEPARATIONSPARAMETER, falls (489), (490) und ¢(0) =
(1) = 0 gelten. Losungen von (486) erhélt man also folgendermaBen:

1. Lose die zu (490) gehérige EW- Aufgabe ¢” + A¢p = 0; ¢(0) = 0; ¢(I) =0
2. Lose die DGL (489) fiir jeden Eigenwert A von (490).

Zu 1.: ¢ + A¢ = 0 — Charakteristisches Polynom P(T’) = T2 + \. Nullstellen von P(T):
+v/—X oder 0 (doppelt).
Reelles FS: {f1, f2}

A<0 A=0 A>0
fi| eV 1 cos VvV \zx
fo | eV T sin vz

Allgemeine Losung von (490): ¢ = ¢1 f1 + c2f2 mit ¢1, ¢ € R. RW- Problem ¢” + A\p = 0,
#(0) = ¢(I) = 0 ist nicht-trivial 16sbar

. ‘2(83 - illf}l(((;;izzgg?)) — 8 } hat Lsg. (c1, ¢2) # (0, 0) (492)
o (1 )
A<0: det(e\/l_—)\l e_%l%éoa?éou (494)
A=0: det“ ?):z;éog (495)

A>0:  det ! 0 = si ﬁl—o@A—ﬁ eN  (496)
' P\ cosvAL sinvn ) T o e "

Fazit: Die Eigenwerte von (490) sind die Zahlen A,, = %7 n €N,

Bestimmung der Eigenfunktionen zu den Eigenwerten A,:

cos " x, sin M ist ein F'S zu ¢ +\,,¢ = 0. Die RW- Aufgabe ¢"+\,, ¢ = 0 hat somit einen
eindimensionalen Losungsraum. sin “*x ist Losung der RW- Aufgabe. = ¢, (7) = sin
ist Basis der Eigenfunktionen zum Eigenwert \,,.

Zu 2.: Berechnung des zeitabhéngigen Faktors zum Eigenwert \,,:

)+ Anayp =0 (497)

hat das charakteristische Polynom P(T) = T? + \,a%. Wie oben folgt: Die allgemeine
Losung von (497) ist

nm
Qy, COS Wt + by, Sinw, t, mit w,, = - @ an, b, € R beliebig (498)
Insgesamt hat der Separationsansatz ergeben: Die Funktionen

y(t, ) = (an coswyt + by, sinw,t) sin Yy (499)

a
mit w, = %a und a,, b, € R beliebig, n € N erfiillen die DGL (487) und die Einspannbe-
dingungen. Linearkombinationen und sogar ”konvergente” Reihen solcher Losungen sind

wieder Losungen:
oo

y(t, x) = Z (an cOs wpt + by, sinwpt) ¢n () (500)

n=1
Zuriick zum urspriinglichen Problem: Seien neben den Einspannbedingungen auch noch
Anfangsbedingungen f(x) = y(0, ) und g(z) = y(0, z) vorgegeben. Wie findet man
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Losungen (500), welche auch noch diese Bedingungen erfiillen?
Kann man (a,,), (b,) finden, so dass

Z ap sin w Z by, sin o (501)

so ist (500) mit diesen a, und b, eine Losung von (486), welche die vorgegebenen An-
fangsbedingungen y(0, x) = f(z), y(0, z) = g(z) erfiillt. Entwicklung ist z.B. mdoglich,
falls g und f stiickweise stetig diff’bar sind.

3.4.6 Satz

Sei f auf dem Intervall 0 < x <[ stiickweise stetig diff’bar. Dann stellt die Sinusreihe

l
. 2
Z @y, Sin nlﬂ mit a, = 7/ ) sin —dx (502)
n=1 0

an allen Stellen, wo f stetig ist, die Funktion f dar.
Siehe dazu: JANICH, Mathematik fiir Physiker, 13; FOSTER, Analysis I, 23; ...
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3.5 Die Sturm- Liouville- Aufgabe

J =la,b] CR, a < bund ag(x),a1(x),az(x) : J — R stetig. az(z) # 0 fiir alle z €
J. V., Vi, € R? Geraden durch Null ("Randbedingungen”). Betrachte dazu die lineare
Abbildung L : C?(J) — C°J), y — az(x)y" + a1(x)y’ + ao(x)y. Betrachte die zu den
Daten (Ly + Ay = 0; V; V4) gehorige EW- Aufgabe.

Interpretation im Sinne der linearen Algebra:

e L ist eine R- lineare Abbildung, C?(.J) C C°(J)
e ) ist Eigenwert der EW- Aufgabe < Jy # 0 mit Ly = (—=\)y und y = y(z) erfiillt

die Randbedingung (y(a), ¥'(a)) € Va, (y(), ¥/'(b)) € V. Dies bedeutet: (—\) ist
Eigenwert der linearen Abbildung L im Sinne der linearen Algebra.

Von allgemeinem Interesse ist das folgende Entwicklungsproblem (siehe Beispiel der schwin-
genden Saite):

Unter welchen ”giinstigen” Voraussetzungen an ag(x),a;(x),az(z) hat L ”hinreichend
viele” Eigenwerte? (Die Entwicklung nach Eigenfunktionen sollte fiir ”gute” Funktionen
moglich sein)

Kandidaten: ”Selbstadjungierte” Operatoren L bzgl. eines geeigneten Skalarproduktes
(auf CO(J)).

Analoges Problem im R™:

Sei A n x n- Matrix. A ~» lineare Abbildung L : R" — R", v — Av.

Sei ((x1,..., zn), (Y1, Yn)) = T1y1 + ... + Tpyn das gewdhnliche Skalarprodukt auf
dem R”.

3.5.1 Definition
L heift SELBSTADJUNGIERT, wenn

(Av, w) = (v, Aw) Vv, w € R" (503)
In der linearen Algebra lernt man:

e L selbstadjungiert < A symmetrische Matrix

e Ist A symmetrisch, so besitzt R™ eine Orthonormalbasis vy, ..., v,, welche aus Ei-
genvektoren von A (L) besteht:

Av; = \jv; mit einem \; € R mit ¢ € N. Jedes v € R™ schreibt sich dann als

v = 2?21 Q;v;.

= (v, vj) (@ivi, vj) = vy, v;) = (505)

Il

s
I
—

¢

<

[
NE

(v, vg)vg (506)
k=1
Auf C?(J) hat man das Skalarprodukt
b
0.0) = [ Sz (507)

Frage: Wann hat L bzgl. (., .) "gute” Eigenschaften?

3.5.2 Lemma
Seien ¢, ¥ € C%(J) und ay(x) € C1(J).

= (L, ) — (&, L) :/b(ag —al)det( j)’, ;}/’ )da:— [cmdet( (f, :f )]b (508)

a
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Beweis: (partielle Integration)

(6] = et/ +afle b (509)
(@6, v) = faadvl,~ [ oo~ [ aa0'viis (510)
. .
(6 axt”) = laaon’), ~ [ aponds — [ axo'viis (511)
(L6, ) — (60 L) = (as6”, 4) + (w1, 0= (6, ) — (6, ot (512)

las(@ — $8)]° + / a6 — ¢/)de — / ar (G0 — ¢')da

a a

b
/(aé—aﬁdet( :f, :’ZJ, )dm— [agdet< :; :é}, )

Von nun an: as(x) € C1(J), ag(x) #0Vzx € J.

b
O

a

3.5.3 Bemerkung
Seien ¢, € C?(J), welche die Randbedingungen V,, V}, erfiillen. Dann gilt:

[agdet< ;ﬁ ;}” )T —0 (513)

Somit gilt nach 3.5.2 unter dieser Voraussetzung:

(L, ) — {6, L) = /b (@ = anaer (5 ) as (514)

a

Beweis: dimV, = 1, (¢(a), ¢'(a)) € V, und (¢(a), ¥'(a)) € V, = det( (f, :f, ) = 0.

Analoges fiir b anstelle von a = Behauptung O

Falls also ab(x) = a1 (z) ist, gilt

(Lo, ¥) — (o, LY) =0 (515)

fiir ¢, ¢, welche die Randbedingungen erfiillen. Man definiert daher: L ist FORMAL SELBST-
ADJUNGIERT, wenn ab(z) = a1 (z). Dann:

Ly = asy” + ayy’ + aoy = (a2y’)’ + agy (516)

Es gilt also:

3.5.4 Bemerkung

L ist formal selbstadjungiert < Ly = (p(x)y')’ + q(x)y, wobei p(z) € C(J), p(x) # 0 fiir
alle z € J, q(z) € C°(J). Betrachte den Fall p(x) > 0 (Analog: p(z) < 0). Nach 3.5.2 und
3.5.3 gilt nun:

3.5.5 Bemerkung

Ist L formal selbstadjungiert, so gilt die SELBSTADJUNGIERTHEITSBEDINGUNG

(Lo, ) = (&, L)) Vb, ¢, (517)

welche die Randbedingungen V, und Vj, erfiillen.
Ist L formal selbstadjungiert, so nennt man die EW- Aufgabe (Ly + Ay = 0; V,; V}) eine
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STURM- LIOUVILLE- AUFGABE.
Allgemeiner: Sei noch ein r € C%(J), r(z) > 0 vorgegeben.

Definition: (Ly + Ar(z)y = 0; Vg; V3) heifit STURM- LIOUVILLE- AUFGABE (kurz: SL-
Aufgabe) mit Gewichtsfunktion r(z), falls L formal selbstadjungiert.
Zeige: Jede EW- Aufgabe ist dquivalent zu einer SL- Aufgabe mit Gewichtsfunktion:

Riickfiihrung einer beliebigen EW- Aufgabe zu einer SL- Aufgabe
mit Gewichtsfunktion
3.5.6 Satz

Sei L wie zu Beginn, az(z) € C'(J) und az(x) > 0. Dann geht die EW- Aufgabe (Ly+A\y =
0; Va3 Vi) durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor r(x) > 0 iiber in eine SL-
Aufgabe mit Gewichtsfunktion:

((rL)y + Ary = 0; Vo5 V3) (518)

D.h. rL ist formal selbstadjungiert.
Beweis: ala;z% € C°(J), besitzt also eine Stammfunktion s(z). Setze

ay — ab

r(z) = @ = =ge=gr= T (519)

az
= (aor) = agr’' +ahr = (a1 — ay)r —ayr = arr (520)
= (rL)yy = r(Ly) =r(azy” + a1y'aoy) = (azr)y” + (azr)'y’ + (aor)y  (521)
= ((a2r)y') + (aor)y, (522)

d.h. rL ist formal selbstadjungiert O.
Fazit: Anstell von beliebigen EW- Aufgaben kann man auch SL- Aufgaben mit Gewichts-
funktion betrachten: r > 0, L wie oben, formal selbstadjungiert bzgl. (, ).

Ly + X ry = 0; Vg3 Vg (523)
Gesucht:

e Eigenwerte von (523). Das sind diejenigen A € R, fiir die (523) eine nicht triviale
Losung hat.

e Zu jedem EW A\ eine Eigenfunktion, also eine Losung y von (523) mit y(a) € V,
und y(b) € Vp, y # 0. Diese Losung ist dann auch eine Losung der zugehorigen EW-
Aufgabe

~ N
Ly+ Ay =0; V,; V}, wobei L = = (524)

Beachte: L im Allgemeinen nicht mehr formal selbstadjungiert bzgl. des gewdhnlichen
Skalarproduktes

b
(0.0) = [ ola)ota)da (525)
Beispiel: Ly = (1 — 2?)y” — 2xy’ + my ist formal selbstadjungiert ((1 — 2?) = —2z) auf
J=[-1 1]
r=14axz: Ly= y:(l—x)y”—72x y + Yy (526)
' 1+x 1+ 1+a
ist nicht formal selbstadjungiert.
Mit dem modifizierten Skalarprodukt
b
(6, D)y = / o(2)0(2)r(z) do (527)

a

gilt aber:



3 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 62

3.5.7 Bemerkung

L erfiillt bzgl. Funktionen ¢, ¢ € C°(J), welche die Randbedingung erfiillen, die Selbst-
adjungiertheitsbedingung: 3 3
<L¢a ¢>r = <¢a L¢>r (528)
Beweis: ~ ~ :
(L, ¥)r = (rLo, ¥) = (Lo, ) = (¢, Lp) = (¢, L)), O (529)
Was weifl man iiber die Gesamtheit aller Losungen der Aufgabe (523)7

3.5.8 Satz (Lineare Eigenschaften)

1. Die Eigenwerte von (523) sind immer reell, selbst wenn man a priori komplexe
Eigenwerte zulésst.

2. Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten stehen bzgl. des modifizierten Ska-
larproduktes aufeinander senkrecht.

3. Die Eigenrdume sind eindimensional
Beweis:

1. Sei A = v 4 iw, mit v,w € R, ein komplexer EW von (523) und y = u + v eine
zugehorige Eigenfunktion, d.h.

L(u+iv) + (v + w)r(u+iv) =0 (530)

mit u + jv # 0 erfiillt die reellen Randbedingungen V,, und V;. Zerlegung in Real-
und Imaginérteil ergibt

Lu+yru—wrv = 0 (531)
Lo+~vyrv+wru = 0 (532)
L ist formal selbstadjungiert bzgl. des Skalarproduktes und u, v erfiillen die Rand-
bedingung
<Lu v) = (u, Lv) (533)
Wegen (531),(532): (yru —wrv, v) = (u, yrv + wru) (534)
= w((u, uyyp + (v, v)y) = 0, u+iv#0 (535)
w = 0=>A=~v€R (536)
2. Sei Lo = —Ar¢ und LY = —pry mit A # p. Zu zeigen:
(g 0)r = 0 (537)
(Lo, ¥) = (¢, L) (538)
= )‘<¢7 7wb>r = /'('<¢a w>r (539)
= A=p)o, ¥)r = 0 (540)
——
#0
= <¢7 ’(/}>r = 0=9¢Ll,9¢ (541)
3. Betrachte den Anfangswertisomorphismus A4, : £ — R2, ¢ — (¢(a), ¢'(a)) € V, (¢

Eigenfunktion von (523) zum EW \) A,(¢) € V, = ¢ € A L(V,) = W, dimV, =1,
A, Isomorphismus = dimA;! =1, A,(V,) =1= Behauptung O

Weitere Fakten iiber die Losungen einer SL- Aufgabe (Beweis siehe Jénich)

3.5.9 Satz

Die Eigenwerte einer SL- Aufgabe mit Gewichtsfunktion bilden eine unendliche Folge
Ao < AL < ... < Ay < ...omit lim, 00 Ay = 00 im Fall ag(z) > 0 (im Fall as(x) < 0:
Ao > A > im0 Ay = —OO).

Beispiel: Schwingende Saite:

27T2
Ap=-——"2 " n=0,1,2,... (542)
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3.5.10 Oszillationssatz

Seien \g < A1 < ... wie in 3.5.9 die Eigenwerte einer SL- Aufgabe mit Gewichtsfunktion.
Dann hat die Eigenfunktion ¢,, zum Eigenwert A, im offenen Intervall Ja, b[ n Nullstellen
(n=0,1,...).

Beispiele fiir V, und V4 (qualitative ”Bilder”):

Va:la) =0, Vp:¢(b) =0

Entwicklungsprobleme:

e Welche Funktionen f(x) auf dem Intervall J = [a, b] lassen sich entwickeln in der
Form

f@) =) k() (543)
k=0

e Bei welchem Begriff von ”Konvergenz”
o Wie beschreibt man die Koeffizienten ¢;,?

Nach 3.5.8: Bei geeigneter Normierung bilden die Funktionen ¢g, ¢1,... ein Orthonormal-
system bzgl. des gewichteten Skalarproduktes, d.h.

e b
(Gk, G5)r = Ok ={ (l)fgi ]Hé; (544)

Falls also eine Entwicklung (543) von f existiert und das Skalarprodukt ( , ), gliedweise
auf die Reihe angewendet werden kann, so erhélt man

(f, éj)r = <Z CkPhs ¢j> = crdr, bi)r = ¢ (545)
:70 ” k
¢ = /f(x)qu(x)r(x) dx (546)

Es gilt:

3.5.11 Satz (GleichmiBig konvergente Entwicklung nach Eigenfunktionen)

Sei f(z) stetig und stiickweise stetig diff’bar auf J = [a, b]. An den Réndern gelte f(a) = 0,
falls ¢o(a) = 0, und f(b) =0, falls ¢o(b) = 0. Dann ist

oo

F@) =Y (f, dr)rdn(z) (547)

k=0
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Die Konvergenz der Reihe ist absolut und gleichméfig.
Allgemeiner gilt: Sei L2(.J) = Raum der (bzgl. r) quadratisch- integrablen Funktionen.
Ist nun f € L2(J), so konvergiert die Reihe (547) gegen f im quadratischen Mittel, d.h

<fv ¢k>r¢k($)a (548)

hE

Ist 0,(x) = f(x)—

>
Il

0
b

so gilt: lim [ 82(x)r(z)de = 0 (549)
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4 Spezielle Funktionen der Physik

4.1 Gleichungen, die aus Separationsansatz stammen

LAPLACE- OPERATOR:

o’y 0’y O
B0 = G + g + G e ¥ = ¥z ) (550)

Beispiele partieller DGL 2. Ordnung:

2
Die Wellengleichung Adp = %%T?’ (& = (x, yz, 1)) (551)
c
o . 10
Wirmeleitungsgleichung Ay = X ot (552)
Schrodingergleichung AW — =2V (x,y, 2)¥ = v (553)
n

Diese Gleichungen sind alle von der Form TW = a¥ bzw. TU = a¥, a € R, wo-
bei der Operator T von der Form T' = A -V, V = V(7), 7 = (x,y, 2) Ortsvektor,
r = |F] = /22 + y? + 22 Betrag von 7. Gesucht werden Funktionen ¥ = W(7, t), welche
den obigen Gleichungen TV = a¥ bzw. TV = a¥ geniigen. Daneben sind noch gewisse
Randbedingungen zu beriicksichtigen.

Standardmethode: Man fiihrt die Gleichung durch Separation der Variablen auf gew6hn-
liche DGL zuriick.

A. Trennung von Raum- und Zeitkoordinate
T sei ein linearer partieller Differentialoperator in der Ortskoordinate. Betrachte DGL der
Form TV = a¥ bzw. TV = aV.

Separationsansatz: ¥ (7, t) = ¥(F)a(t) (554)
= T(pa) = adjf—to‘ & (T)a = apé (555)
T .
= % = ag = —E: Separationskonst. (556)
LT .
Entsprechend TU = a¥ < % = ag =-F (557)

Daraus resultieren 2 DGL:

1. Eine Gleichung in t:
a+ %a =0 (bzw. a + %a = 0) (558)
Diese gewthnliche DGL 16st man mit den Methoden aus Kapitel 3.
2. Eine zeitunabhéngige Gleichung:
Ty + Ey=0 (559)
ImFal T=A -V mit V=V(7), E = const

A+ (E—V)p =0 (560)

Problem: Wie wihlt man das Koordinatansystem (kurz: KoSy) fiir eine weitere Separa-
tion der Ortsvariablen?

Die Antwort hiingt ab von speziellen V und von eventuellen Randbedingungen.
Beispiel: (2- dimensionale Situation)

0? 0?
= — _— = = 2 2 —
A 57 + Rk V=V, y)=val+y> =r (561)
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Betrachte die Gleichung Ay + ri =0
Ansatzversuch: ¢(z, y) = f(x)g(y). Eine nichttriviale Losung der DGL dieser Art fithrt

zu
j} (z) )+ V22 +y2 =0 (562)
auf einem kleiner Quadrat Q C R2, auf dem f(x)g(y) # 0 ist.
Beweis:
2 2
G = @), Gh =@ W) (663)
5+ 5 VY
or =0 564
0w - e

Die Beziehung (562) kann aber nicht gelten
Beweis: Angenommen (562) gelte auf Q. Durch Verkleinerung von Q erreicht man f(x) #

0,9(y) # 0,2 # 0,y # 0, /2 +y* # 0 fiir alle (v, y) € Q. Sei H(z, y) = /2% + y?
*H dxy

0xdy ~ (@ +y?) /2 1

Andererseits gilt wegen (562):

82H _ 62 f// " _
S0 =~ @+ L) =0 (566)

Also fithrt der Ansatz ¢ (x, y) = f(x)g(y) nur zur trivialen Losung ¢ =0 O

#0 auf Q (565)

B. Separation in Polarkoordinaten
A = Laplace- Operator, V = V(7), 7 = (z, y, 2)

A+ (E—-V)y =0 (E = const.) (567)

Setze noch voraus: V soll nicht von z abhéngen. Dann lésst sich (dhnlich wie in Teil A) z
abseperieren. Danach befinden wir uns im 2- dimensionalen Fall:

0? 0?
A*WJrW, A+ (E-V)p=0 (568)

Dabei ist ¥ = ¢(x, y) = (7)), ¥ = (z, y), r = /22 + y2. Setze noch voraus: V = V(7)
(Im Beispiel: E =0, V = —r). Fiihre auf R? Polarkoordinaten ein:

T =rcosp, y=rsing (569)

(r, ¢) heien POLARKOORDINATEN von 7. Schreibe A in Polarkoordinaten um:

% = cos¢
x = z(r, §) =rcos¢o 2 = sing
y = y(r,¢)=rsing } = % = —rsin¢ (570)
% = Trcoso¢
= % = cos gbaﬁ + sinqzﬁg (571)
% = —Tbln¢ 0 —l—rcosd)— (572)
f=flxz,y) = f(rcos qb, rsin @) (573)
g—f = gi (rcos ¢, rsin qb) 5 8—f(r cos ¢, rsin qb)%

Es folgt: In Polarkoordinaten schreibt sich A in der Form

10 0 1 92
=25 (’I“ar) + ﬁ@ (574)
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Verifikation durch Einsetzen von (562) in der rechten Seite. Setze nun ¢ (z, y) = ¢¥(z(r, ¢), y(r, ¢))
an in der Form f(r)Y (¢). Die Gleichung A + (E — V)3 = 0 transformiert sich dann in
die Gleichung

,,,2

LEP)Y SIS ESVIIY = 0| (575)
= it if/f—i— (F-V){) = —YTH =const. = A e€R (576)
Daraus resultieren 2 Gleichungen
1. Gleichung in der Winkelvariablen ¢:
Y7+ AY =0 (577)

Hier sind nur periodische Losungen mit Periode 27 zugelassen, da ¢ nur modulo 27
durch (z, y) bestimmt ist. Nach Kapitel 3: A = n?, n € Ny. Allgemine Losung:

Y = ¢; cosng + casinng, A =n?, n € Ny (578)

2. Radiale Gleichung:
2

" 1/ n _
f +rf+<E—V—702>f—O (579)

Im Spezialfall V' =0, E = 1 heifit die entsprechende radiale Gleichung
1 1 ! n2
ffe=f+(1-=)f=0 (580)
r r

die BESSEL’SCHE DGL. Thre Losungen heifilen ZYLINDERFUNKTIONEN (sie sind auf
jedem Zylinder um die z- Achse konstant).

C. Separation in Kugelkoordinaten (3-dim. Fall)

Nun sei auch zugelassen, dass V. = V(z, y, z) von x, y und z abhingt. ¥ = (z, y, 2)
Ortsvektor, r = /a2 +y? + 22 = d(0, ¥) = |7]. Betrachte die Kugel |F] = r = const.
Sei p = p(x, y, z) ein Punkt auf der Kugel mit Radius r. p ist festgelegt durch seine
” geographische Breite und Lange”.

/ p=(x,y,z)=(r,§,8)

xy- Ebene = Aqugtorialebene
¢: Winkel von (z, y) gegen die x- Achse (in Aquatorialebene)(geographische Léinge)
0: Winkel zwischen r und z- Achse (geographische Breite)

Die KUGELKOORDINATEN von p sind dann (r, ¢, 6).
Betrachte: Riaumliche Gleichung der Form

Ab+(E-V)p = 0 (581)
92 9 o2

A = RNl
tor o

902 V=V(),r=]|r, E=const (582)
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Separationsansatz: ¥ (r, ¢, 8) = f(r)Y (¢, ), 0 <60 < m, 0 < ¢ < 2w, r > 0. Tranformiere
A in Kugelkoordinaten (— s. Janich)

Ergebnis:
0 0 1 02 1 0 0
2A _ 2 Y v I in6—
"o Uar) T anTe0er T smoon \*" o0 (583)
Einsetzen in die obige Gleichung (581) ergibt durch Separation von r und (¢, 0) zwei
Gleichungen:

1. Kugelflichenfunktionengleichung:

19 1 0 . 0

(mit einem Parameter A\) und

2. Radiale Gleichung:
2 +(r2(E-V@E)=ANf=0 (585)

Zu 1.: Die Losungen Y = Y (¢, 0) sind Funktionen auf der 2-Sphire (Obefléiche der Kugel
mit Radius 1) S? = {(x, y, 2) € R® | 22 + y? + 22 = 1}, da Y nicht von r abhiingt (sog.
Kugelfunktion).
Kurze Schreibweise: fiir die Gleichung (584):

AgY +AY =0 (586)

Ag2 heifit auch LAPLACE- OPERATOR auf der Sphére.

Separation von geographischer Linge und Breite: Separationsansatz:
Y (6, 0) = 2(4)0(0) (587)

Setze ein in Gleichung (584):

1 " 1 . "N _
T d o+ sinﬁ(sm 0P+ APO = 0 (588)
(p// 3 0 1/
= -—— = siHGM +Asin?f = = const (589)
) S}
Es resultieren zwei Gleichungen:
1.

" + pud = 0; (590)
da ® = ®(¢) periodisch mit Periode 27 sein muss, ergibt sich wie oben: m =
0,1,2,.... Daraus ergibt sich fiir ©() zum Parameter u = m? die Gleichung

2.
sin? 00" + sin 6 cos 0O’ + (Asin? § — m?)© = 0 (591)

Variablentransformation: ¢ = cosf :]0, 7[—] — 1, 1], ©(0) = wu(cosf); dabei ist u({)
definiert auf dem Intervall | — 1, 1[. Kettenregel liefert:

O = —sinfu (592)
0" = —cosfu’ —sinfu”(—sinf) = — cosOu’ + sin” Ou” (593)
Einsetzen in (591): (sin® @ = 1 — cos? 0 = 1 — ¢?)
m2
(1 -0 —2¢u + ()\ - 1_42) u=0 (594)
Gleichung definiert auf dem Intervall | — 1, 1].

Definition: Diese Gleichung heifit LEGENDRE- DGL.
¢ =cosf; § =0 ("Nordpol”)=¢ =1, 0 =« ("Siidpol”) =¢ = —1.
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Es ergeben sich daraus folgende Bedeutungen an die Losungen der Legendre DGL. Durch
Riicktransformation sollte eine ”verniinftige” Kugelflichenfunktion entstehen, d.h. sie soll-
te auch im Nord- und Siidpol definiert sein. Fiir die Randpunkte ¢ = 41 sollte die Losung
u konvergieren und 2 mal stetig diff’bar sein. Spéter werden wir sehen: Diese Bedingung
ist nur erfiillbar, wenn A = [(I4+1) und I > m > 0 beide ganze Zahlen sind. Diese A heifien
auch die EIGENWERTE der Legendre DGL.

Zu 2.: Setze A =I(l + 1) in die radiale Gleichung ein:

f) + @ (E-V()—1(l+1)f=0 (595)
Spezialfall: V =0, E = 1: Setze nun w = /v f. Transformierte Gleichung in w:

1 [+ 1)°
w"+w'+<1—(22)>w=O,ZEN (596)
T T

(die sog. halbzahlige Besselgleichung)

Zusammenfassung: Durch Separation von partiellen linearen DGL 2. Ordnung sind
wir auf folgende gewthnliche DGL gestofen:

1. Radiale Gleichungen
(a) Ebener Fall: Bessel’sche DGL:

1" 1 ! n2
"+-f+{(1-=)f=0,neZ (597)
r r
(b) Raumlicher Fall: Halbzahlige Besselgleichung
1 1+ 1)
w'/+w’+<l—(22)>w:0,l€N (598)
r r
2. Die allgemeine Legendre DGL
m2
(1—¢Hu" —2¢u’ + ()\ — 1@) u=0, A=I(l+1),,meN (599)

Diese Gleichungen sind sémtlich von der Bauart
"+ p(2y’ + gz = 0, (600)

wobei die p(z) und ¢(z) analytische Funktionen auf einem Gebiet U C C sind (Hier:
U=C\{z£1})
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4.2 Gewodhnliche DGL im Komplexen (1)
G C C sei ein Gebiet, p(z), ¢(z) analytisch auf G. Betrachte die DGL
w4+ p(z)w’ + q(z)w =0 (601)

Gesucht: Analytische Funktionen w : U — C, mit U C G, welche die Gleichung (601)
erfiillen.
Beispiel: Fasse die allgemeine Legendre DGL als DGL fiir komplexe Funktionen auf:

2z A m?
P =1 (=T g

(602)

sind analytisch auf G = C\ {£1}. Eigentlich gesucht sind reelle Funktionen auf dem
Intervall | — 1, 1[ mit ”gutem” Randverhalten.

Methode: Finde komplexe Losung auf U C C mit | — 1, 1[C U, so dass deren Ein-
schrankung auf | — 1, 1] das gewiinschte Randverhalten hat.

A. DGL auf der Kreisscheibe ohne Singularitit
Wie im Reellen gilt auch hier ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz:
4.2.1 Satz

Seien p(z) und ¢(z) analytisch auf einer offenen Kreisscheibe K. Sei zp € K, o, € C
beliebig. Es gilt:

1. Die Gleichung (601) hat genau eine analytische Losung w : K — C mit den An-
fangswerten w(zp) = «, w'(29) = B.

2. Sei L die Menge aller analytischen Losungen auf K und 2y € K beliebig = L —
C?, w — (w(z0), w'(20)) ist ein C- Vektorraum- Isomorphismus. Insbesondere be-
sitzt Lk eine Basis (wy, wz). Die allgemeine Losung von (601) ist dann:

w = cywy + cowa, c1,c9 € C (603)

4.2.2 Losungen von (601) durch Potenzreihenansatz

z1 Mitelpunkt von K. Schreibe p, ¢ und w als Potenzreihen in (z — z1):

p2) =Sz =) az) =3 bz - 2) (604)
1=0 1=0
w(z) = Z un(z —21)" , w'(z)= Z(n + Dupt1(z — 21)"(605)
n=0 n=0
w’(z) =Y (n+2)(n+ Dupsa(z — 21)" (606)
n=0

Setze diese Potenzreihen in die Gleichung (601) ein und erhalte

w"—i—pw'—i—qw:ch(z—zl)"éO@cn:() (607)

n=0
0= Co = QUQ + uirag + U()bo (608)
Firn>1:0=c, = (n+2)(n+Dupsa+ Y (k+ Dupprar+ Y upby(609)

ktl=n kt+l=n
Es folgt:

1

Uy = _i(ulao + Uobo) (610)
1

Upyz = —7————(...) (611)

(n+2)(n+1)
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Also berechnen sich die unbekannten us, us, ... rekursiv aus ug und u;. Ferner:
w(z1) = uo, w'(21) = w (612)

Nach 4.2.1.2 erhélt man ein FS (w;, we) auf K, wenn man obige Rekursion durchfiihrt in
den Féllen ug =1, u; = 0~ wy und ug = 0, u; = 1 ~> ws.
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4.3 Nachtrag zu 2.4
4.3.1 Identititssatz

Seien f,g: G — C analytisch, A C G eine Teilmenge, welche mindestens einen Haufungs-
punkt hat. Dann gilt: Ist f(z) = g(2) fiir alle z € A, so ist f(z) = g(2) fiir alle z € G.
Sei v : [a, b] — G eine Kurve. Eine Kreiskette in G lings 7 ist gegeben durch eine Un-
terteilung a = tg < ... < t, = b von [a, b] und Radien r; > 0, i = 0,..., n, so dass
gilt:

e Die Kreisscheiben K : |z — y(t;)| < r; liegen alle in G
o v([ti-1, ti]) € Ki-1 NK;

AT A AT A A A A A A A A AL S AA S AT A A A

G

Definition: Seien K, K’ C G Kreisscheiben um v(a) bzw. v(b). f : K - Cund g : K/ —
C sind analytisch. Man sagt, dass g aus f durch analytische Fortsetzung langs v entsteht,
wenn es eine Kreiskette K = Ky,..., K;,..., K, = K’ liangs v gibt und analytische
Funktionen f = fy: Kg — C,..., fr : Ky > Cund g = f,, : K, — C, so gilt: f; und f;_4
stimmen auf A; = K; N K;_q iiberein, i =1,..., n.

4.3.2 Satz (Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung)

Seien K, K’ C G Kreisscheiben wie oben, f : K — C analytisch. Dann existiert maximal
eine analytische Fortsetzung ¢ : K’ — C von f lings v auf K’.
Beweis: Seien f = fy,..., fn, = g wie oben mit

fi—l |Az:fl |A1,Z=17,R(AZZKZHK_1) (613)

Zeige, das f; durch f;_1 eindeutig bestimmt ist, somit rekursiv auch g = f,, duch f = fy.
Die Menge A; C K, besitzt mindestens einen Hiufungspunkt. Also folgt mit 4.3.1: Es
gibt maximal eine analytische Funktion f; : K; — C mit f; |a4,= fi—1 |4, (Noch zu zeigen
wire die Unabhingigkeit von g von der gewihlten Kreiskette) O

4.3.3 Bemerkung

Nicht jede analytische Funktion f : K — C lésst sich lings v auf K analytisch fortsetzen.
Beispiel: f(z) =Y 7, z" analytisch auf K : |z| <1,7v=[0,2], K’ : [z — 2] <1
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4.3.4 Bemerkung

Sei f : K — C Stammfunktion einer auf ganz G definierten analytischen Funktion h,
d.h. h: G — C ist analytisch und f’ = h |k. Dann l4sst sich f lings jeder Kurve v € G
analytisch fortsetzen. Das Endergebnis g : K/ — C dieser Fortsetzung ist dann ebenfalls
Stammfunktion von h |k-.

Beweis: Sei K = K, ..., K, = K’ C G eine Kreiskette lings 7. Setze fo = f : Ko — C.
Definiere f; : K1 — C mit f1 |koni,= fo |Kkonk,- Nach Cauchy gilt: h |k besitzt eine
Stammfunktion fi : K1 — C = fi := fi — fi(v(a)) + fo(7(a)) ist ebenfalls eine Stamm-
funktion von A |k, und fi(v(a)) = fo(v(a)) — fo |a=k,nk, ist Stammfunktion von h | 4.
f |a ebenfalls. fo(y(a)) = fi(y(a)) = fo — f1 = const auf A. Es folgt: fo |a= f1 |a.
Iterativ erhélt man eine Folge f = fo,..., fn analytischer Funktionen f; : K; — C mit
fjfl |A]‘:fj |A]‘7 f], :h|A]~7j: L...,n0O

Insbesondere: g = f,, : K/ = K,, — C analytische Fortsetzung von f auf K lings v mit
g =hlk

Beachte: Ist v geschlossen und K = K, so ist in obiger Situation im Allgemeinen g # f.

Beispiel: h(z) = 1 ist auf G = C\ {0} analytisch. Sei zy € G und y= Kreis durch
zo mit Mittelpunkt 0. K C G Kreisscheibe um z. f(z) = logz bezeichnet einen auf K
definierten Zweig des Logarithmus (Def: Geschlitzte Ebene)

4.3.5 Bemerkung

f(2) lings ~ fortsetzbar zu analytischen Funktion g : K,, = K — C und ¢'(z) = % auf K.
Beim Uberschreiten des Schlitzes ist aus Griinden der Stetigkeit zum nichsten Zweig des
Logarithmus zu wechseln. Es folgt:

9(z) = f(z)+2miVz e K (614)

Man kann zeigen:

4.3.6 Satz

1. Ist G einfach zusammenhingend (z.B. sternférmig), so gilt: Lésst sich f : K — C
lings jeden Weges in G fortsetzen, so ist f die Einschrankung einer analytischen
Funktion auf ganz G (Insbesondere in der Situation von 4.3.4 g = f)

2. Sei G eine punktierte Kreisscheibe mit Mitelpunkt ¢ und v ein konzentrischer Kreis
in G, K C G wie oben. f : K — C sei analytisch und habe zusétzlich folgende
Eigenschaften:

(a) f(z) ist in G léings jeden Weges analytisch fortsetzbar.
(b) Die Fortsetzung von f lings « fithrt zu f, = f zuriick.

Dann ist f die Einschridnkung einer analytischen Funktion auf G.

Insbesondere: f(z) hat eine Laurent- Reihen- Entwicklung um (, welche auf ganz G
konvergiert.
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4.4 Gewodhnliche DGL im Komplexen (2)
w” + p2)w’ +q(z)w =0 (615)
mit p(z), ¢(z) analytisch auf G. K C G Kreisscheibe:

L = Cw; @ Cwy \/ (616)

B. Fortsetzung von Lésungen lings Wegen .
Seien K, K C G Kreisscheiben, L, Lz die Losungsrdume von (615) auf K bzw. K

4.4.1 Satz

Sei KNK # 0 und w(z) € Lg =
1. Ist @ : K — C analytisch mit w | qz= 0 | fnz- Dann ist @ € Lz
2. Es gibt genau ein @ € Lz mit w |nzg= 0 |gni

K

Beweis: Wihle Ky C K N K mit Mittelpunkt zo.

1. Fiir z € K setze
f(2) =" (2) + p(2)@' (2) + q(2)(2) (617)
Fiir z € Ko C KN K ist f(z) = w”(2) + p(z)w'(2) + q(2)w(z) = 0. Identititssatz

= f(z2)=0Vz€ K,dh. el (618)
2. Wende 4.2.1 auf K an: Es gibt genau ein @ € £z mit @(20) = w(2p) und @' (2) =

w'(20). W | Ky, w K, € Lk, Eindeutigkeitssatz fiir Ko: w |, = @ |, [dentitétssatz:
w=wauf KNK O

Iterativ ergibt sich:

4.4.2 Korollar

Seien K, K C G Kreisscheiben um z bzw. z1, ¥ € G ein Weg von zy nach z;. Dann gilt:
1. wo € Lk ldsst sich lings v eindeutig fortsetzen zu einer Losung wy auf Lz

2. 7y : Lg — L, wo — wy; = Endergebnis der Fortsetzung von wy ldngs 7. Dies ist
ein Isomorphismus von C- Vektorrdumen.

C. Die Monodromie- Abbildung

¢ sei eine isolierte Singularitdt von p, ¢. G punktierte Kreisscheibe um ¢ auf der p und
q analytisch sind. zg € G, v C G Kreis um (, welcher durch zy geht. K C G offene
Kreisscheibe um zg.
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Frage: Wie sehen die Losungen von (615) in K aus?

Aufschlul dariiber erhélt man, indem man diese lings v um die Singularitit ¢ ”her-
umfiihrt”. Betrachte 7 = 7, : Lx — Lk . 7 heiit MONODROMIE- ABBILDUNG von L g um
¢. 7 ist Isomorphismus = 7 hat nur Eigenwerte A # 0 (A Eigenwert von 7 < Jw € L
mit w # 0 und 7(w) = Aw). dimlx = 2 = 7 hat mindestens einen und héchstens 2
Eigenwerte.

Von welchem ”Typ” sind die zugehorigen Eigenvektoren?

4.4.3 Lemma

(0.E.

sei ¢ = 0) Sei w € Lk ein Eigenvektor von 7 zum Eigenwert A # 0 (— \ = 2™,

a € C). Dann ist w(z) von der Form

w(z) = 2° Zanz”, (619)

wobei Ziooo a,z" eine auf G konvergente Laurent- Reihe ist und 2% = €182 mit einem
auf K definierten Zweig des Logarithmus.

Beweis: Im Beispiel (Nachtrag) haben wir gesehen: Bei Fortsetzung lings v geht logz
iiber in logz 4 2mi = 2 = €198 geht iiber in e*(982+270) = X2 Ferner gilt 7(w) = A\w
nach Voraussetzung.

w T(w) Aw  w
— = - = — 2
- (z¢)  Aze 2@ (620)
Nach 4.3.6.(2) ist daher
W n
Z—a:Zanz Vze GO (621)

— 00

Sei {wy, wa} ein FS von L = {7(w1), 7(w2)} FS. 7(w1) = aw; + cwa, 7(wg) =
bwy + dws

:”4:<Z Z)eﬂﬂQxZC) (622)

A heifit MONODROMIE- MATRIX. Lineare Algebra: A € C Eigenwert von 7 < det(A —
AES)=0=(a—X\)(d—)\) —bc

4.4.4 Struktur des FS von (615) auf K
Seien A1, Ao die Nullstellen von det(A — AE5).

1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

A1 # Ao: Zugehorige Eigenvektoren wy, we € L bilden ein F'S. Nach 4.4.2 haben
wy und wy die folgende Form

wi(z) = (z—Q™ Zan(z —Q", o = %ﬂ_ilog A1 (623)
wa(z) = (z—¢)* Zan(z —Q", ag = %log A2 (624)

A = A1 = Ao, aber L besitzt eine Basis wy, wa, bestehend aus Eigenvektoren.
Dann sind w; und wy wie im 1. Fall, nur dass hier o = oy = awo,

1
T omi

« log A (625)

A = A1 = Ag, aber 7 ist nicht diagonalisierbar: Sei w; ein Eigenvektor von 7. Ergénze
wy beliebig durch wy zu einer Basis von Lx: 7(w1) = Awq, 7(wa) = cwy + dws mit

c#0
jA:<32>, (626)
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w2
w1

A ist der einzige Eigenwert von A = d = A, 7(wq) = cw; + Aws. geht nur durch

Fortsetzung léngs ~ iiber in
T(we) cwy+Aws  wy ¢

= = —_ 2
7(wy) Awy w1 * A (627)

Setze 1
g9(z) i= =2 — S —log(z — () (628)

w;  A2mi

Nach 4.3.6.2: g(z) = >.>°_cn(z — ()™ eine auf G konvergente Laurent- Reihe =

—00

Man hat ein FS der Gestalt

wi(z) = <z—<>“ian<z—o” (629)

wa() = <z—<>ai;bn<z—o i (2) 5 log (= — C)(630)
wobei:ibn(z—()” = (ian(z—g)”> <icn(z—§)”> (631)
denn: wo(z) = wi(z) (g(z)+ ZWCMlog(z—C)) (632)
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4.5 Regulir- singulidre Punkte
w” + p2)w’ +q(z)w =0 (633)

Nach 4.2 bzw. 4.4 wissen wir einiges iiber die Struktur von Losugen von (633) nahe einer
isolierten Singularitét

4.5.1 Satz (L. Fuchs)

Sei zp eine isolierte Singularitit der DGL (633), d.h. p, ¢ analytisch in einer punktierten
Umgebung von zp. Sei {wy, wa} ein FS von (633) in der Nihe von zp, wie in 4.4.3. Bei
wy und wy treten nun (gemif 4.4.3) gewisse Laurent- Reihen um zy auf. Es sind dann
folgende Bedingungen dquivalent:

1. Die auftretenden Laurent- Reihen haben alle einen endlichen Hauptteil

2. p(z) hat einen Pol der Ordnung < 1 und ¢(z) hat einen Pol der Ordnung < 2 bei
Z0-

p(z) = a1 ap+ai(z—20) + ... (634)
Z— 20
b_s b_1q
= bo+ ... 635
q(z) (Z_ZO)2+Z_ZO+ 0+ (635)

Falls 2. gilt, heifit zp eine REGULAR- SINGULARE STELLE von (633).

Beispiel: Legendre- Gleichung hat nur regulér- singulidre Singularitéiten:

A m?
— '+ - w=0 636
(1-2)(1+=2) ((1—z)(1—|—z) (1—z)2(1+z)2) (636)
und zwar bei zg = +£1.
Beweis: 2. = 1.0 Sei 2y eine reguldr- singulidre Stelle von (633). Werden sehen: Der
Losungsansatz fiir wy, wo mit endlichen Hauptteilen fithrt zum Erfolg. Nahe zg ist nach
Voraussetzung die DGL (633) dquivalent zu (multipliziere mit (2 — z9)?)

2z
w'! —

oo oo

(2—20)w"+(2=20)P(2)w'+q(2)w = 0; 5(2) = Y pa(2—20)"; G(z) = Y an(2—20)",
n=—oo n=—oo
(637)
wobei p, ¢ Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius. Setze eine Losung an in der
Form

w(z) = (2 — 20)" ian(z —20)"; ap #0, € C (638)
n=0

Wenn der Satz stimmt, muss es eine solche Losung geben. Sei 0.E. zg = 0.
Ziel der folgenden Rechnung: o und (a)n,en so bestimmen, dass obiges w(z) eine Losung
von (637) ist.

iRw(z) = =2 i (Z: qyan_y> z" (639)
pww’(z) = 2% nio (;:(n —v+ a)puan_y> 2" (640)
2u(z) = 2 nio(n +a)(n+a—1)a,z" (641)
Nach (637): 0 = 2 i enz", (642)
wobei: ¢, = ay, [?;OJF a)(n+a—1)+ (n+ a)po + qo (643)

n

+Zan—y[(a+n_y)py+q_y]

v=1
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Es folgt: ¢, =0 fiir n =0, 1,.... Man erhélt somit die folgenden Gleichungen:

n=0: ag(a(a—1)+apo+qo) =0, ag #0 (644)
= Indexgleichung: I: a(a—1)4+apo+q =0 (645)
n>0: Ry,: ap[(n+a)in+a—1)+(n+a)po+ qo (646)

n

—I—Zan_y[(a +n—v)p,+¢q]=0

v=1
Fiir n > 0 erhélt man obige Rekursionsgleichungen. Fiir z € C definiere:
x(z) =2(z—=1)+ zpo + qo (647)
Damit vereinfachen sich die Gleichungen I und R,, zu:
I: x(a) = 0 (648)

R,: apx(n+a)= -— Z an—v[(@+n—1v)p, + q] (649)

v=1

Fazit: Sind die Gleichungen I und R,, mit n > 0 fiir ein « und eine Folge (a,)nen
komplexer Zahlen erfiillt, so ist

w(z) = (z — 20)° Z an(z — 2z9)" (650)

Losung von (637). Seien a4/, die Nullstellen von x(z) in C. Unterscheide 3 Fille:
1. Fall: a1 # a2 und a1 — a2 € Z = x(a; +n) # 0 fiir alle n > 1, j = 1, 2. Daher sind
bei vorgegebenem ag # 0 (etwa ag = 1) die a,, rekursiv so bestimmbar, dass R,, gilt:

4y = 2=t OO T ma] (651)
x(a+mn)

Auf diese Weise erhilt man rekursiv ein FS von (637) von der Gestalt

4.5.2
wi(z) = (2—2z9)™ Z an(z — 20)" (652)
n=0
wy(2) = (2—20)" Y balz—20)" (653)
n=0

2. Fall: a3 # ag, aber a1 —as € Z, 0.E. a1 > as, a1 —as =ng > 1, ng €N
=x(ma+n)#0VneN, n>1 (654)

Wie im 1. Fall: Aus R,, erhilt man rekursiv zu «; eine Losung der Gestalt
wy(z) = (2 — 20)** Z an(z — 20)". (655)
n=0

Dies funktioniert nicht fiir ao:
x(a2 +no) = x(a1) =0, (656)

also ist a,, nicht mehr mit Hilfe der Rekursionsgleichung

Ry, ang X(a2 +np) = — Z Ong—v[(a+n —v)p, — q] (657)
N——— 1

=0
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aus den vorherigen Koeffizienten zu bestimmen. Reduktionsansatz: ws = wiu fiir eine
weitere Losung wy von (637). Sei 0.E. zp = 0.
whwy — waw] )

YUQZW1UZ>U/:T:W (658)
1 1

¢ erfiillt dann die DGL

§ = —%2)5, (659)

falls auch wo eine Losung von (637) ist:

8 = whw; — wiwy = — (p(z)wé + q(j)wg) wy + <p(z)w'1 + q(z)wl) wy = —Mé
2 z 2 2 2

(660)
Umgekehrt: Ist § gegeben mit einer Beziehung der Form von (659) und u gegeben mit
1)
= — 661
W= (661)
so folgt wy = wyu Losung von (637).
M = + p1 + poz + ... hat die Stammfunktion (662)
z z
r(z) = pologz + p1z + %22 +... (663)
=6(z) = e7® (664)
erfiillt die DGL (659).
§ = e FEo (665)
1 1 e—plz—%zz—...
= 6= 666
“ w? 220=po [qg +arz +...]2 (666)
1
= 27V[co+crztet .., v="201+ po, coza—;ﬁO (667)
0
a1 und ay sind die Nullstellen von x(z)
x(z) = z2(z—=1)+2po+q =2>—1—po)z+q = (2 — 1)z — az)
= 2 — (a1 +m)z+aio (668)
=1—-py = a1+tas=2a1 —ng (669)
=v = 2a1+po=1+n>2,veZ (670)
1 1
=4 = COZ—V+...+cy_1;+cy+cl,+1z+...,1/22 (671)

Formale Integration:

u = cy_qlogz4 270t Z bnz", wobei b, # 0, da ¢, # 0 (672)
n=0
wo = wiu ist die gesuchte Losung
[(6%5) = ng+ta = (*V + 1) + o1 (673)
= wy = c,_jwilogz + 2™ Z bnz", wobei by = agby # 0 (674)
n=0

Fazit: Man hat in diesem Fall ein F'S der Gestalt

4.5.3
wy(z) = (2—29)" Z an(z —20)", ag #0 (675)
n=0

wa(z) = cp_qwilog(z — z0) + (2 — 29)? Z bn(z — 20)", bo #0 (676)
n=0
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3. Fall: a; = ap =: a: Ausgehend von einer Losung w; wie im Fall 2 (y(aq +n) # 0 fiir
n > 1) verfahrt man wie in Fall 2 (Reduktionsansatz). Hier gilt wegen a; = ag: ng = 1,
alsorv =1, also ¢,_1 =¢g # 0.

Fazit: Im Fall a; = as kommt ein logarithmischer Term vor.

4.5.4
Man hat ein FS

wi(z) = (2—20)° Z an(z — 20)" mit ag # 0 (677)
n=0
wa(z) = wilog(z — 29) + (2 — 20)° Z bn(z — 20)" (678)

kann =0 sein

Bezeichnung: o und s heiflen die CHARAKTERISTISCHEN EXPONENTEN der DGL (633)
im Punkt zy. Vergleich der Aussagen aus 4.2 und 4.5 ergibt:

4.5.5

Hat (633) im regulér- singuldren Punkt zo die charakteristischen Exponenten a;, as, so
sind 4
Aijp = 2Tz (679)

die Eigenwerte der Monodromie (Im 2. und 3. Fall ist A; = A3).

Der Punkt ”00”: Will man Funktlonen w(z) fiir grofie z untersuchen ("nahe o00”) so
macht man die Substitution z = ? und betrachtet die Funktion w(t) = w ( ) bei t = 0.
Ergénze C noch durch ein Symbol co und setze:

= 0 fiir a #£ 0,00 (680)

o1 dle

oo fiir a # 0, 00. (681)

Dann bildet z — 1 die Menge C U {oo} bijektiv auf C U {oo} ab. Man sagt daher: w(z)
hat im Punkt oo eine gewisse Eigenschaft, wenn w(t) die entsprechende Eigenschaft im
Nullpunkt hat.

Speziell: oo ist Nullstelle von w < 0 Nullstelle von w.

Beispiel: co ist Nullstelle von %

Allgemeiner: co n- fache Nullstelle bzw. Pol von w < 0 n- facher Pol bzw. Nullstelle
von w.

Beispiel: ;— hat in oo eine 2-fache Nullstelle: 171 +— = t;—il hat 0 als 2-fache Nullstelle.
32

Wie transformlert sich (633) beim Ubergang z +— 17

s B

) _ e (1); (2t (1) + 2" (1)) (683)
) = 230/ (t) + t'a" (t)

Y
—~
~
~—
I

(684)
Damit schreibt sich (633) um in die Gleichung

. 2 1\ 1Y\ . 1\ 1 _

Man sagt daher: oo ist eine regulér- singulidre Stelle von (633), wenn 0 eine regulir-
singulére Stelle von (685) ist.
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4.5.6 Bemerkung
1. oo ist ein reguléir- singuldrer Punkt von (633) <

e p (1) hat bei 0 mindestens eine einfache Nullstelle und

e ¢ () hat bei 0 mindestens eine doppelte Nullstelle

Anders ausgedriickt: oo ist regulér- singulér fiir (633) < p(z) hat bei co mindestens
eine einfache Nullstelle und ¢(z) mindestens eine doppelte.

2. Mit P(t) = 1p (7). Q(t) = s=¢ (3) schreibt sich (685) in der Form:
t2w0" +t(2 — P(t))d’ + Q(t)w =0 (686)
Daraus ergibt sich die Indexgleichung im Punkt co:
ala—1)+ a2 — P(0)) +Q(0) =0 (687)

Beispiel: oo ist regulédr- singuldrer Punkt der Legendre- DGL:

2z 1 2t
= — - == infache Nullstelle, P(0) = —2
p(2) T P (t) Rt 0 einfache Nullstelle, P(0) (688)

@) = Zam gl (i) -f (F - fEl) 0o

Indexgleichung fiir die Legendre- DGL im Punkt oo:

alo—1)+4a—-A=0 (689)

Die Eigenwerte der Legendre DGL
Sei m € Ng. Aus der Herkunft der Legendre- DGL ergibt sich das folgende EW- Problem:
Fiir welche A € C gibt es eine nichttriviale Lésung w(z) der Legendre- DGL

2N, 1 / m2
(1-2%)w" —2z0" + )\—1_22 w=0 (690)

auf dem reellen Intervall I =] — 1, 1|, fiir welche die Grenzwerte lim,_, 11 zer w(x) exis-
tieren?
Diese A heilen EIGENWERTE der Legendre- DGL.

Ubergang zum Komplexen: Sei F : |z| < 1. £1 regulir- singulir fiir (633). (690) hat
auf E Losungsbasen, welche in punktierten Umgebungen A bzw. A von =+1 eine Gestalt
geméf} 4.3.2 und 4.5.2 haben.

Berechnung der Indexgleichung bei z; = +1:

2z z—1 m?
—1)2" I _ _ 1
(z—1)w" + (= )Z+1w +( ()\Z+1+(2+1)2>>w 0 (691)
——
=p(2) =(2)
po= =1 (692)
2
. m
w = q1)=—"69)
m2
:>I:oz(o<—1)—|—oz—7 =0 (694)

= ayjp = :I:% sind die Exponenten bei zg = 1.

Analog: Indexgleichung bei zg = —1 ist

2

I:a(a—l)—l—a—i—%zO (695)
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= «aj/9 = =7 sind die Exponenten bei 29 = —1.
Gesehen: In beiden singuléren Punkten: Die Exponenten sind /3 = a1 —az = m € Np.

Es liegt also der Fall 2 oder 3 vor. Nach 4.5.1 und 4.5.2 hat man nahe +1 folgende FS’e:

Nahe —1: wi(z)= (2+1)%(1+hi(2)) (696)
wa(z) = (24 1)"F(1+ ha(2)) + cw (2)log(z + 1) (697)
Nahe +1: @1(2)= (1—2)%(1+ hi(2)) (698)
Wo(2) = (1 —2)7 2 (1+ ha(2)) + &y (2)log(1 — 2) (699)

Dabei ¢, ¢ # 0, falls m = 0 (siehe 4.5.1)

Kreisscheibe

In der punktierten Kreisscheibe A:

wi(z) = (z+1)%(1+hi(2)) (700)

wa(z) = (24177 (14 ho(2)) 4 cwi(2)log(z + 1) (701)
in der punktieren Kreisscheibe A:

Bi(z) = (1-2)%1+M() (702)

Wy(2) = (1—2)"% (1 + ho(2)) + & (2)log(l — z) (703)

Ferner: hy, hy sind analytisch in der vollen Umgebung von -1 mit hy(—1) = he(—1) = 0.
h1, he sind analytisch in der vollen Umgebung von +1 mit hq(1) = ho(1) = 0.

Sei nun A ein Eigenwert der Legendre- DGL, d.h.: Es existiert eine Losung w(z) # 0
von (685) auf E, fir die die Grenzwerte lim, .41 ye7 w(z) existieren. w(z) heifft dann
EIGENFUNKTION zum Eigenwert \. Der EIGENRAUM zum Eigenwert ) ist die Menge aller
Eigenfunktionen zu \. Es gilt:

W = c1wi + CoWg = C1W + CaWa, Ci, C; € C (704)
und lim,_, 4 w(z) existiert. Wie man sieht:

lim, ,_qwi(x) existiert lim,_, 1 |wa(z)]
lim,_; wy(x) existiert  limg,_q |Wa(x)]

0 _ _
~ }=>02202=0, c1,¢1 # 0

(705)
Es folgt:
4.5.7 Satz (Struktur der Eigenfunktionen)
Sei A Eigenwert und w(z) zugehorige Eigenfunktion der Legendre- DGL. Dann gilt:
1. Der Eigenraum zum Eigenwert A ist 1-dimensional. Ferner gilt:
2. Es gibt eine ganze analytische Funktion f, so dass
w(z) = (1 —22)% f(2) und f(£1) #0 (706)
Beweis von 2.:
Auf A: w(z) = cuwi(z)=ci(1+2)% 1+ hi(2)) (707)
Auf A: w(z) = éGw(z)=é(1—2)"2(1+hi(2)) (708)
1-22)"% = ! (709)

(1-2)7(14+2)%
Wiihle auf AN A eine Zweig von (1 — 22)~% . Setze
f(2):= (1 = 2%)"%w(z) fir 2 € AN A analytisch = (710)
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e f(2) =ci(1 —2)"% (1 + hi(2)). Rechte Seite analytisch sogar auf AU {—1}
e f(z)=¢ (14 2)"% (14 hy(2)). Rechte Seite analytisch sogar auf AU {+1}.

= f(z) analytisch fortsetzbar auf AU A. Nach 4.2.4: f analytisch fortsetzbar lings jeden
Weges, der nicht durch +1 geht. Es folgt: f ldsst sich zu einer ganzen analytischen
Funktion fortsetzen O
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4.6 Die Legendre- DGL

A. Die Legendre- Polynome
Betrachte die Legendre- DGL fiir m = 0:

Lw:=(1-2)w" - 22w+ w =0 (711)

1. Berechnung eines FS auf |z| < 1 gemif} 4.5.7:
Potenzreihenansatz: w = Y~ ju,z". Einsetzen in (711):

(o) o [e )
(1-27) Z n(n — Dupz"? — 2z Z U2t 4 A Z upz" =0 (712)
n=2 n=1 n=0

Koeffizientenweise ergibt sich:

(n+2)(n+ Dupts — n(n — Duy, — 2nu, +Au, =0 (713)

=n(n—1)uy,

= Rekursionsformel: Seien Anfangswerte ug = w(0) und u; = w’(0) vorgegeben. Dann
gilt:

Up, 1 >0 (714)

. nn+1)— X\
T D+ 2)

Also sind die w, durch Vorgabe von wg und wu; eindeutig so bestimmbar, dass w =
> oo o un 2™ eine Losung von (711) ist. Aus ug berechnen sich nacheinander ug, g, u4, . . ..
Aus uy berechnen sich us, us, uz,...

Damit erhélt man ein FS, wenn man ug = 0, u1 = 1 bzw. ug = 1, u; = 0 setzt.

2. Nach 4.5.7: (m = 0): w(z) Eigenfunktion < w(z) ist ganz, d.h.: w(z) hat Kon-
vergenzradius oo.
Betrachte die Konvergenzradien der Reihen:

o o0
wy(2) = Zuzkz%, wy(2) = Zu2k+1z2k+1 (715)
k=0 k=0

Sie sind dann Lésungen zu den Anfangswerten (ug, 0) bzw. (0, uq). wy(2) berechnet sich

geméf
Ugkt2 2k(2k+1) — A
ugr,  (2k+1)(2k +2) (716)

aus ug. Zwei Moglichkeiten:

1. ug # 0 und A # 2k(2k + 1) fur alle k € N = wgy(z) hat Konvergenzradius 1

2. ug =0 oder \ = 2k(2k + 1) fiir ein k € N = w,(z) Polynom, Konvergenzradius co.
wy, (2) berechnet sich gemifl Formel

U2k+3 _ (2/€ + 1)(2k + 2) - A (717)
U2k 41 (2k 4+ 2)(2k + 3)

aus ui.
Analog: Konvergenzradius von w,(z) ist nur dann oo, falls entweder u; = 0 oder u; # 0
und A = [({ + 1) mit [ > 1 ungerade. In diesem Fall ist w,(z) ein Polynom.

w(z) Eigenfunktion (Konvergenzradius co) < wy und w, haben Konvergenzradius oco.
Fazit:

4.6.1 Satz

Die Eigenwerte der Legendre- DGL mit m = 0 sind von der Form A = I(I 4+ 1) mit ganzen
Zahlen [ > 0. Die Eigenfunktionen sind Polynome P(z), wobei:

P(z) = wo+ U2 + gzt + ..+ ugpz?®, falls | = 2k gerade, ugy # 0 (718)
P(z) = wiz4usz®+usz® 4+ ... +ugpp1228, falls [ = 2k + 1, ugpy1 # 0 (719)
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Dabei gentigen die u; der Formel (714).

Definition: Sei [ > 0 ganz. Das I- te Legendre- Polynom P;(z) ist dasjenige Polynom
l- ten Grades, welches die Gleichungen

(1-2*)P'—2zP/+1(l+1)P, = 0und (720)
P(1) = 1 (721)
erfiillt.
Beispiel:
1
Py(z) =1, Pi(z) =z, Pa(z) = 3 (322 -1), ... (722)
Andere Beschreibung der Legendre- Polynome:
4.6.2 Formel von Rodriguez
1 171
P(2) = 5 [(:2 = 1)'] (723)
Beweis: o
! 1
Q) =[-1"]" =[e+1'-17" (724)
Leibniz- Regel wird verwendet:
(n) _— - n () g(n—v)
(fo)™ = N AR (725)
v=0
~ ) (t-v)
at) = 3 (1) le-01" [+ (726)
v=0
= Q1) = ( (l) >u(1+1)l = 12! (727)
= P() = 1 (728)
/
E-)[E-1] = 2(:2-1) (729)

Leite diese Identitdt (I 4+ 1)- mal ab nach Leibniz:

- [E-)] T e 2] 4 < i ) 2[(z2-1)]" =

N———— N—————— N—————
=Qy =Q; =Qi
(1+1) 0
= 221 e+ |(2-1)] (730)
N————— N—————
=Q; =Qu
= (1-22)Q/ —2:Q[+1(1+1)Q; =0 (731)

= P, 16st die Legendre- DGL fir A=1[(l+1) O

4.6.3 Orthogonalitit

0 ,falls n#k

<Pk>Pn>={ 2 nfk‘ (732)

2n+1 -

Beweis:
0<n<k (733)
(k—1)
(@ -1)") — 0 (734)
r=%1

/ [(1:2 - l)k} “ {(12 — 1)"} " dx = ,/71+1 [(12 _ 1)’1 (k=1) {(Ig B 1)n:| (n+1) "
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Rekursiv ergibt sich fiir 0 <r < k

+1

(k) n] (™ (k=) n](ntr)
/ (@11 [ 1)) " e = (_1)r/_1+1 (@0 @ -] e
-1
(735)
o n < k: Wende (735) firr=n+1<kan:n+r=2n+1>2n
(n+r)
= (@ =1)"] = 0= @k Qu) =0 (736)
e n = k: Wende (735) an mit r = k:
; (2k)
k k
(Qr: Q) = (-1 / (@ =" @ = 1)"] " an
1
1
— k k
= /(1 — )" (1 + x)"(2k)\dz
-1
1
— k 2k1 (F)
= K [(1-2)"[Q+2)*]" da
21
_ k 1 k7 (k) 2k
= KI(-DF [ ——1"[(1 —2)* ] 1+ 2)*da
22k+1 ) 9
= 1)2 — 19k
(k) 2k+1  2k+1 (k2% (737)
2
Py, P,) = |
= (Py, Py) 1 (738)
4.6.4 Bemerkung
Jedes Polynom ¢ vom Grad < d schreibt sich eindeutig als Linearkombination
d
o= anP, (739)
n=0
Wegen 4.6.3:
d
2
P, = P,, Py ) = ap(Py, Py) = 4
(¢, Pr) <§an oy k> ar (P, Pr) sy (740)
Normiere die Legendre- Polynome zu B, so dass
(P, P)=1 (741)
Dann folgt:
d
¢=Y (¢, P)P, (742)

=0

Weierstraflischer Approximationssatz: Jede stetige Funktion f :]—1, 1[— R ldsst sich
gleichmiBig durch Polynome approximieren. Wende (742) an auf die Niherungspolynome
von f und erhalte:

4.6.5 Vollstindigkeitssatz
Jede auf | — 1, 1] stetige Funktion f hat eine Darstellung

F=Y (f B)P, (743)
n=0



4 SPEZIELLE FUNKTIONEN DER PHYSIK 87

4.6.6 Oszillationssatz

P;(z) hat im offenen Intervall I =] — 1, 1[ genau 1 Nullstellen.

Beweis: degP, = | = P, hat hochstens | reelle Nullstellen. Seien Ay,..., A, € I die
Nullstellen von P, in I von ungerader Ordnung = [ > m. Geniigt zu zeigen: m = [.
Angenommen: m < [. Betrachte das Polynom

Qx)=(x—A)...(x — An) (744)
Nach 4.6.4 wegen deg@ < I:
141
n=0

Andererseits: R(x) = P;(2)Q(z) hat innerhalb I nur Nullstellen gerader Ordnung, d.h.
R(z) = (x —A\)* ... (x — X\)? P(x), s>m (746)

und P(z) hat in I keine Nullstellen. Nach dem Zwischenwertsatz folgt: Entweder P(z) > 0
fiir alle z € I = R(x) > 0 fiir alle x € I oder P(z) < 0 fiir alle z € I = R(z) < 0 fiir alle
xel.

i

In jedem Fall ist R(z) # 0 und wechselt innerhalb des Intervalls I nicht das Vorzeichen.

1
0= (P, Q) = /R(m)dm £0 4 (747)
21

Alsoist m =10

B: Die zugeordneten Legendre- Funktionen
Allgemeine Legendre- DGL:

2

m
1—22

(1-2*)w" — 220" + (/\ + ) w=0, m >0, m ganz (748)

Nach 4.5: Die Eigenfunktionen sind von der Form

w(z) = (1- 22)7 f(2), f(2) ganz (749)

Differentiere w und setze die resultierenden Ausdriicke fiir v’ und w” in (748) ein:

W= (=) me(1-2) (750)
w = (1- 22)% " =2mz(1- zg)%_l '+ 2m (% _ 1) 52 (1- 22)%—2f
—-m (1 —22)%71f (751)

Setze ein und dividiere durch (1 — 2?%) % Erhalte:
(1=22) f"=2(m+1)zf —(A—=m(m+1)) f=0 (752)

Dabei ist (falls A Eigenwert, w Eigenfunktion) f eine auf ganz C analytische Funktion:

f(z)= Z Up 2" (753)
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Koeffizientenvergleich in (752) ergibt:

(m4+n)(m+n+1)—A
(n+1)(n+2)

Upt2 = Up, >0 (754)

Wie in A schliefit man:
e Ist f kein Polynom, so ist Konvergenzradius endlich, und A ist kein Eigenwert 4
e Ist f ein Polynom, so ist A =1(l+ 1) mit l =m +n > m, | ganz.

Genauer werden wir sehen:

4.6.7 Lemma

Seien I, m ganz mit [ > m > 0 und A = [({ + 1). Dann ist A Eigenwert und die Funktion
Pr(z) = (1-22)% P™ () (755)

ist eine Eigenfunktion der Legendre- DGL (748) zum Eigenwert A.
Beweis:

Lpf=1=22)f" =2(m+1Dzf + A—m(m+1)) f (756)

Wegen (752) ist zu zeigen, dass LmPl(m) = 0. Induktion nach m:
m = 0: Lo f ist die Legendre- DGL fiir m = 0. Also LOPZ(O) = LoP, = 0. Leite nun die
DGL L,,f =0 ab:

Lmf) = =22(f)+0=22)(f)"—2(m+1)f —2(m+1)z(f') + (A —m(m+ 1)) f’
= .= Lpa(f) (757)
(758)

Rekursiv: LoP, =0 = Ly P} = (LoP) =0= ... = L, P™ = (L, 1P VY =00
Definition: Fiir ganze Zahlen m und [ mit 0 < m <[ heiflen die Funktionen
Pr(z) == (1-22)% P™ () (759)

die ZUGEORDNETEN LEGENDRE- FUNKTIONEN. Wir fassen zusammen: Sei m > 0 ganz.
Dann gilt:

4.6.8 Satz

1. X € Cist genau dann ein Eigenwert der zu m gehorigen Legendre- DGL (748), wenn
es eine ganze Zahl [ > m gibt, so dass

A=I11+1) (760)
2. Ist A=1(l+1) ein Eigenwert von (748), so ist die zugeordnete Legendre- Funktion:
P (@) = (1-2%)% B (x) (761)

die (bis auf einen konstanten Faktor eindeutige) Eigenfunktion zum Eigenwert A.
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4.7 Die Besselsche DGL

Aus der Wellengleichung (2- oder 3- dimensional) entstand durch Separation in Polar-
bzw. Kugelkoordinaten eine sog. radiale Gleichung der Gestalt

2

1
w"+w’+(12>w0,1/€(c (762)
z z

e Ebener Fall: v =n > 0 ganz (— Ganzzahlige Besselgleichung)
e Réumlicher Fall: v =n + %, n > 0 ganz (— Halbzahlige Besselfunktion)

Betrachte zunichst die Gleichung (762) fiir beliebige v € C (Allgemeine Besselgleichung).
Fasse nun (762) auf als komplexe DGL auf dem Gebiet G = C\ {0}.

Ziel: Ein explizites F'S fiir (762) auf dem Intervall [0, oo[ finden in den physikalisch rele-
vanten Féllen 1 und 2.

Zweckmiflig: Zunichst beliebiges v € C zulassen.

A. Losungsstruktur der komplexen DGL (762) nahe bei z =0
Null ist ein reguldr-singulédrer Punkt von (762). Sonst hat (762) keine Singularitdten.
Indexgleichung;:

I:ala—1)+a—-1?=0=0a®-1? (763)

2miv
)

= Charakteristischer Exponent oy, = £v. Eigenwerte der Monodromie: A\; = e
Ao = e 2™ N\ = \y & ) —ay = 2V € Z & v ist ganz oder halbzahlig. Wie in 4.5 erhilt
man eine Losungsbasis von (762) der Form

wy = 2V (1+ hi(2)) (764)
wy = 2" (14 ha(2)) 4 cw;log z wobei: (765)

e hy, hso sind analytisch in Umgebung von 0.
e h1(0) = h2(0) =0
e c#0, falls v =0

Frage: Sei o € C\ {0} ein charakterischtischer Exponent von (762) und w = w(z) dei
zugehorige Losung. Wann ist w logarithmenfrei, d.h.:

w(z) = z%(1 + h(2)), (766)

wobei h(z) analytisch in Umgebung von 0, h(0) = 0?

Dann: h(z) = Zukzk, ug =1 (767)
k=1
Wie in 4.5 setzen wir w, w’, w” in (762) ein und erhalten (beachte: a? = v?) durch
Koeflizentenvergleich:
ug = 1
1+20)uy = 0 (768)
k(k 4+ 2a)ug + ugp—o = 0 fiir k > 2

(768) ist notwendig und hinreichend dafiir, dass w(z) = z*(1 4+ h(z)) eine Losung von
(762) ist.

1. Angenommen: (768) ist erfiillt und « ist eine negative ganze Zahl. Setze k = —2a.
k positive gerade ganze Zahl und

—2a(—20 + 20)U—_94 + U—_20-2 =0 = U_24_2 =10 (769)

Wegen (768) folgt rekursiv aus u_o4—2 =0: u—9q4—4 =0, ..., ug =0 4
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2. Sei nun « keine negative ganze Zahl. Setze uy = 0 fiir k ungerade. Fiir gerade Indizes
definieren wir rekursiv:

—U2k—2

—— k>1
Hk+2a) P2 ganz (770)

up == 1; ugg =

Damit erfiillt w(z) die Bedingung (768), ist also Losung von (762). Ferner ist nach
dem Qoutientenkriterium der Konvergenzradius von >_p-  uxz* unendlich, d.h. h(z)
ist eine ganze Funktion.

Fasse zusammen:

4.7.1 Satz

Sei v # 0 ein charakteristischer Exponent von (762). Dann gilt: Die zu « gehérige Losung
ist logarithmenfrei < « ist keine negative ganze Zahl. In diesem Fall gilt weiter:

w(z) = z%(1 4 h(z)), (771)

wobei h(z) eine ganze analytische Funktion ist mit ~(0) = 0.

4.7.2 Korollar
Die ganz- bzw. halbzahlige Besselgleichung hat ein FS der Gestalt

wi(z) = 2(1+4 hi(2)) (772)
wa(z) = 277(14 ha(z)) + cwilogz (773)

Dabei: ¢ =0, falls v =n + %, n > 0 ganz; ¢ # 0, falls v = n > 0 ganz.

B. Bessel- und Neumannfunktionen

Explizite Darstellung der logarithmenfreien Lésungen

Sei o € C ein charakteristischer Exponent von (762), welcher keine negative ganze Zahl
ist. Eine zu « gehorige (logarithmenfreie) Losung

w(z) = 2° (1 + iu,ﬂ) (774)
k=1

von (762) erhdlt man rekursiv durch: u;, = 0, falls k ungerade,

—U2k—2
= = —_— > 77
uo =1, Uzt 2k(2k + 2a)’ k21 (775)

Durch vollsténdige Induktion zeigt man

—_1)k
2k = 22"flc!(oz—|(—1))...(0z—|—k;)7 k21 (776)

Fazit:

4.7.3 Bemerkung

Ist @ € C ein charakteristischer Exponent von (762), welcher keine negative ganze Zahl
ist, so ist

R S GVl 6
w(z) =z kz:%k!(a—kl)...z(a—kk) (777)

eine Losung der Besselgleichung zum Index a.
Ziel: Berechne eine explizite zweite Losung im ganzzahligen Fall.

Definition: Sei H : Re z > 0 die rechte Halbebene. Fiir z € H setzt man:
1
[(2) := /e_ttz_l dt (778)
-1

heifit GAMMA- FUNKTION. In der Funktionentheorie lernt man:
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1. T ldsst sich auf eindeutige Weise zu einer analytischen Funktion I' auf C\{—1, -2, ...}
fortsetzen. Darauf hat I' keine Nullstellen. In den Punkten v = {—1,—2,...} hat T’
einen einfachen Pol mit

Res, T = E_i); (779)
2. I'(1) =1 und T geniigt der Identitiit
T(z4+1) = 2T'(2) (780)
Insbesondere fiir n € Ny:
P(n+1)=nl'(n)=...=nl! (781)

(T interpoliert die Fakultéit)
Sei nun « € C ein charakteristischer Exponent von (762), aber keine negative ganze Zahl
Na+k+1)=(a+k)la+k-—1)+...+ (a+ 1T (a+1) (782)
Multipliziere w(z) aus 4.7.3 mit (2°T'(a + 1)), Erhalte:
z>2k-

(2 (=D
Jal2) = (5) I;J k;!l“(a+l§+ 1) (783)

Definition: J,(z) heifit BESSELFUNKTION vom Index «. Nach 4.7.3: J, 16st die Bessel-
gleichung mit v? = o?. Es folgt:

4.7.4 Bemerkung

Ist v in (762) keine ganze Zahl, so ist {J,(z), J_,(2)} ein F'S von (762). Dies gilt insbe-
sondere, wenn v = n + %, n € Ny (halbzahlige Bessel DGL).

Explizite Darstellung eines FS der ganzzahligen Bessel DGL:
Sei n > 0 ganz. Fiir v = n sind +n die charakteristischen Exponenten von (762). J,(2)
ist Losung von (762) zum Exponenten n.

Ergénzung von J,(z) zu einem FS:
Definition: Fiir v € C\ Z setze

Ny (2) = Jy(z) cosvm — J_,(2) (784)

sin vm

Fiir v ¢ Z sind also J, und J_, (geméiB 4.7.4) linear unabhingige Losungen von (762).
Dies gilt dann auch fiir J, und N,, also:

4.7.5 Bemerkung
Fiir v € C\ Z ist {J,, N, } ein FS fiir (762). Man kann zeigen:

N,(z)= lim N,(z) (785)

v—n,vEL

existiert fiir alle n € Ny. N, (z) heifit NEUMANN- FUNKTION zum Index n.

4.7.6 Satz
{Jn(2), Np(2)} bildet fiir n € N ein FS der Bessel DGL

1 n?
w” + ;w’ + (1 — z2> w=0 (786)




